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《现代 数学 基础 丛书 》 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 ， 书 籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作 
用 .许多 成 就 卓越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ,从 中 汲 
MEF, WAMA. 

20 世 纪 70 年 代 后 期 , 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 文化 大 革命 的 洗 
动 已 经 破坏 与 中 断 了 十 余年 ， 而 在 这 期 间 国际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 
着 .1978 年 以 后 , 我国 青年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 .当时 他 们 
的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚至 更 早期 的 著述 . 据 此 , 科学 出 版 社 陆续 推出 了 多 
套数 学 丛书， 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 丛书 与 《现代 数学 基础 从 书 》 更 
为 突出 , 前 者 出 版 约 40 卷 ,后 者 则 人 请 80 卷 .它们 质量 甚 高， 影响 颇 大 ,对 我 国 数 
学 研究 、 交 流 与 人 才 培养 发 挥 了 显著 效用 ， 

《现代 数学 基础 从 书 》 的 宗 由 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 青年 学 者 , 针对 一 些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 , 作 较 系 统 的 介绍 . 既 注意 该 领 
域 的 基础 知识 ,又 反映 其 新 发 展 ,力求 深入 浅 出 , 简明 扼要 ,注重 创新 

近年 来 , 数学 在 各 门 科 学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 
深入 的 应 用 , 还 形成 了 一 些 交 叉 学 科 . 我 们 希望 这 套 从 书 的 内 容 由 基础 数学 拓 谋 
到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支持 , 编辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
劳动 . 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 . 我 们 诚 雪 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好 ， 为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 作出 贡献 . 


杨 乐 
2003 年 8 A 
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在 物理 学 中 ,为 了 建立 相对 论 的 费 米子 与 玻 色 子 的 统一 理论 ，1974 年 Wess 
和 Zumino 提出 了 超 对 称 件 , 将 普通 时 空 满足 的 Poincare 李 代 数 ( 即 非 齐 次 
Lorentz 代数 ) 扩 充 为 超 Poincare 代数 . 于 是 将 有 限 个 具有 不 同 内 部 量子 数 的 玻 色 
子 与 费 米子 放 在 李 超 代数 的 一 个 不 可 约 表 示 中 ， 从 此 关于 李 超 代数 的 研究 有 了 迅 
速 的 发 展 ， 从 数学 的 角度 来 看 ,在 非 模 的 李 超 代数 ( 即 特征 零 的 域 上 的 李 超 代数 ) 
的 研究 中 , 具有 里 程 碑 意义 的 结果 当 属 V.G.Kac 于 1977 年 完成 的 特征 零 代数 闭 
域 上 有 限 维 单 李 超 代数 的 分 类 . 现在 ， 非 模 李 超 代 数 的 研究 已 经 取得 了 相当 系统 
的 结果 . 于 是 自然 地 考虑 到 模 李 超 代 数 ( 即 素 特征 域 上 的 李 超 代数 ) 的 情况 . 但 是 ， 
由 于 基础 域 的 特征 数 不 同 ， 非 模 李 超 代 数 的 主要 研究 方法 不 能 转移 到 模 李 超 代 数 . 
因此 不 能 相仿 于 非 模 的 情形 研究 模 李 超 代数 . 

我 们 知道 , 自从 1968 年 A.I.Kostrikin 的 文章 发 表 以 后 , 模 李 代数 ( 即 素 特征 
域 上 的 李 代 数 ) 的 研究 有 了 长 足 的 发 展 . 经 过 多 位 数学 家 几 十 年 的 共同 努力 , 特 
别 是 H. Strade 的 杰出 工作 , 最 终于 1989 年 完成 了 特征 数 大 于 7 的 代数 闭 域 上 
单 的 有 限 维 李 代数 的 分 类 . 至 今 , 模 李 代数 已 经 有 了 丰富 的 理论 . 尽管 模 李 代数 与 
模 李 超 代 数 有 很 大 的 差异 ， 但 是 模 李 代 数 的 理论 为 模 李 超 代数 的 研究 提供 了 考虑 
问题 的 方法 和 途径 ， 从 而 我 们 进行 了 模 李 超 代数 的 某 些 研 究 工作 , 本 书 主要 反映 
了 作者 近年 来 在 模 李 超 代数 方向 上 的 研究 成 果 ， 

目前 模 李 超 代 数 的 研究 仍 处 在 前 期 的 发 展 阶 段 ,研究 结果 较 少 ， 尚 无 模 李 超 
代数 的 专门 书籍 . 现 根 据 我 们 的 工作 撰写 了 这 本 书 . 因为 非 模 的 李 趣 代数 与 模 李 
超 代数 的 差别 在 于 Cartan 型 代数 ， 所 以 本 书 主要 讨论 Cartan 型 模 李 超 代数 . 

本 书 共 分 六 章 . 第 一 章 首先 介绍 了 本 书 所 需要 的 基本 概念 .然后 通过 刻画 除 客 
代数 与 外 代数 的 张 量 积 的 特殊 导 子 , HET ORAM Cartan 型 模 李 超 代 数 . 它 
们 的 Zz- 阶 化 与 ,- 阶 化 是 不 相 容 的 ,在 非 模 的 情形 不 存在 这 样 的 有 限 维 Cartan 
型 李 超 代数 . 

第 二 章 证 明了 四 类 有 限 维 Cartan 型 模 李 超 代数 的 单 性 . 进而 分 别 确定 了 它 
们 的 导 子 超 代数 . 
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第 三 章 构造 了 任 一 李 超 代数 到 W 型 李 超 代数 的 司 态 , 从 而 得 到 了 任 一 单 李 超 
代数 均 同 构 于 W 型 李 超 代 数 的 一 个 子 代数 . 进而 , 本章 证 明了 四 类 Cartan WA 
李 超 代数 的 滤 过 不 变性 ， 于 是 得 出 定义 它们 的 整数 m, n 与 m 元 整数 组 上 是 内 
Hi). 

第 四 章 讨 论 了 有 限 维 李 超 代数 的 结合 型 . 首先 讨论 了 单 李 超 代数 的 结合 型 , 进 
而 刻画 了 单 的 Z - 阶 化 李 超 代 数 的 结合 型 , 之 后 确定 了 Cartan 型 模 李 超 代 数 的 结 
合 型 ， 并且 证 明了 有 限 维 李 超 代数 的 任 一 表示 的 迹 型 必 为 偶 的 结合 型 ， 

第 五 章 证 明了 深度 1 的 也 - 阶 化 李 超 代数 的 嵌入 定理 . 利用 嵌入 定理 , 通过 旗 
的 方法 确定 了 底部 分 别 为 一 般 与 特殊 线性 李 超 代数 的 具有 可 迁 Z - 阶 化 的 模 李 超 
代数 . 

第 六 章 讨论 了 深度 1 的 Z- 阶 化 模 李 超 代 数 的 表示 ,首先 将 沈 光 字 的 混合 积 
的 方法 推广 到 李 超 代数 . 从 而 构造 了 W, 8 与 HH 型 李 超 代数 的 阶 化 模 , 并 且 给 出 
JH 型 李 超 代数 的 阶 化 模 为 不 可 约 模 的 一 个 充分 条 件 . 讨论 了 V. G. Kac 在 1998 
年 分 类 无 限 维 的 线性 紧 臻 单 李 超 代 数 中 的 两 个 重要 的 例子 : 形式 向 量 场 的 一 般 与 
特殊 李 超 代数 . 目的 是 使 读者 看 到 ad- 拟 罕 零 元 在 Z - 阶 化 李 超 代数 研究 中 的 
作用 . 

由 于 有 限 维 的 单 的 非 模 李 超 代数 的 分 类 早已 解决 , 所 以 有限 维 的 草 的 模 李 
超 代 数 的 分 类 就 成 为 重要 的 研究 课题 . 我 们 希望 本 书 构造 的 四 类 有 限 维 Cartan 
型 模 李 超 代 数 、 幅 入 定理 以 及 利用 底部 确定 名 - 阶 化 模 李 超 代数 等 结果 能 为 有 限 维 
模 李 超 代 数 的 分 类 起 到 抛砖引玉 的 作用 . 除了 分 类 问题 之 外 , 模 李 超 代 数 的 表示 
也 有 许多 重要 问题 需要 解决 . 我 们 知道 限制 李 超 代数 是 满足 特定 条 件 的 模 李 超 代 
数 . 限制 李 超 代数 的 结构 、 分 类 与 表示 也 都 有 相当 大 的 研究 空间 . 我 们 还 希望 本 书 
能 够 成 为 研究 以 上 诸 问 题 人 员 的 有 益 的 参考 书 . 

最 后 ,作者 对 哈尔滨 师范 大 学 优秀 专著 出 版 基金 为 本 书 的 资助 表示 感谢 . 


作 者 


2004 年 6 月 
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第 一 章 Cartan 型 模 李 超 代数 的 构 作 


81 基本 概念 


本 节 主 要 介绍 基本 概念 . 在 本 节 中 , 基 域 下 的 特征 数 可 以 是 任意 的 . 我 们 知道 ， 
域 了 上 的 线性 空间 4 称 作 下 上 的 代数 , RR T BORA 4 的 加 法 运算 外 , 4 还 有 一 
个 乘法 运算 (用 zy 表示 * 与 gy RRT, vz, y e A), 并 且 满 足以 下 条 件 : 

1) a(yt2z)=ay+a2, (y + 2)E = yr + zt, 

2) Alzy) = (Arjy = x(Ay), Yz, y, z € A, YA E F. 

MARK ART 上 的 有 限 维 线性 空间 , 则 称 AA EHARA. 

如 果 代数 4 的 乘法 满足 结合 律 , 则 称 4 为 结合 代数 ; 如 果 代 数 4 的 乘法 满足 交 
换 律 , 则 称 A 为 变换 代数 . 

如 果 代数 4 的 乘法 满足 以 下 条 件 ; 

1} 2? =0, vz € A, 

2) x(yz) + y(zz) + 2(zy}=0, Yr, yz€ A, (Jacobi $A), 

则 称 4 为 李 代数 . 

在 本 书 中 , Z, N 与 No 分 别 表示 整数 集 、 正 整数 集 与 非 负 整数 集 , Z = (0,1) 表示 
整数 模 2 的 剩余 类 环 . 设 4 是 了 上 代数 , 并 且 4 还 是 z- 阶 化 线性 空间 , BI A 可 分 
解 为 子 空间 的 直 和 : A= Ag @ Ay. 如 果 AoA, C Astu, YO, u € Zo, MPR A EP LA 
代数 . 同样 , 若 超 代 数 4 的 乘法 适合 结合 律 , 则 称 4 为 结合 超 代数 ， 

车 T 是 F 上 的 线性 空间 V 的 子 集 , WEBA spang7 表示 由 了 张 成 的 Y 的 子 空 
fay. 

例 1.1 EAn 是 由 变 元 xz1,… ,zn 生成 的 有 1 的 下 上 的 结合 代数 ， 且 满足 关 
RA: wits = 一 zzzis RP 17 =1,2,---,n, MAR Am) ALA PRA x1,… ,zn 的 FF 
上 的 外 代数 . 令 


A(n)g = spanp{1, £4; 1 ty | 工科 全 rÆ GK}, 


A(n)T = spang{zz,,--- s Bip | 1 Zi, a tr <n, 1 ron, r 是 奇数 )， 


Rl A(n) = An a Aln 是 了 上 的 结合 超 代 数 ， 并 称 如 上 的 Z- 阶 化 为 Mn) 的 自 
然 Za- 阶 化 . 

设 4= Aga Ay ERY, 若 ze Ag, 其 中 be Za, 则 称 > 是 次 数 o 的 Zo- 齐 次 元 
素 , 并 记 d(x) = 0. 在 本 书 中 , 若 d(z) 出 现在 超 代 数 的 某 个 表达 式 中 , 则 约定 > 是 Z2- 
齐 次 元 素 . 当然 , 此 表达 式 可 按 超 代数 的 性 质 扩 张 到 超 代 数 的 任意 元 素 上 (扩张 后 的 
表达 式 的 形状 可 能 有 所 改变 ). 我 们 用 hg(4) 表示 超 代 数 AER Z- 阶 化 线性 空间 A) 
的 所 有 Z2- 齐 次 元 素 的 集合 . 显然 hg(4) = Agu Az. 


.2. 第 一 章 Cartan 者 模 李 超 代 数 的 构 作 


定义 1.2 设 上 =L6@ Lr 是 F 上 的 超 代 数 , 它 的 有 法 运算 用 |, 表示 . 如 果 


[z, y] = (m1 ty, r], Yz, y € hg(Ł), (1.1) 
(Ce, y, al] y, [z, al] 
H-IIA, e, yj] =0, Yr,y,2 € hg(L), (1.2) 
则 称 工 是 下 上 的 李 超 代数 . 


我 们 称 (1.2) 式 为 阶 化 Jacobi 等 式 . 由 于 李 超 代数 是 超 代 数 , 故 |, | 运算 是 双 线 
性 的 . 

在 定义 1.2 中 ,车 Lr=0, 则 工 就 是 李 代 数 . 因此 , 如 不 特别 声明 , 我 们 总 设 L #0. 

下 面 我 们 证 明 , 以 上 定义 中 的 (1.2) 式 可 由 下 式 代替 : 


le, ly, zh = [区 yl], 2] tE y, a, zl], ve,yehe(Z), ze L. (1.3) 


事实 上 , F (1.3) ARZ, i e E hg(L), HF (1.3) APT EK (1) 利用 (1.1) 
式 , 即 可 得 到 (1.2) 式 . 反之 , 若 (1.2) 式 成 立 , 将 {1.2) RPSL (-1 94), 利 
用 (1. 1) 式 同 样 可 知 (1. 3) 式 对 任意 T,Yy, € hg(Z) 成 立 . 任 取 2E L, 可 设 z= w+ 41, 
其 中 me Lg, 21 € Ly, WA 


[z, [ys z] = fr, [y, 20 + 21]] = [x fy, zo] + fw, [y, 21] 
= fx, yl, zo} + (~1) 9M Ly, fz, zo] 
+i, yl 21] + (-1)8 9M fy, fæ, z] 
= [le, g] z] + (19M Ly, (a, z]. 


所 以 , 对 任意 x.y € hg(L), z€ L. (1.3) 式 均 成 立 . 
OH, K 是 李 超 代数 工 的 子 空 间 , > 


[H, K] = span p{fx, y] |£ € H, yE K}. 


显然 ， [H, K] ={}; [zi, vil | t: € H, yi € K}, 这 里 了 [ri Yel | 表示 有 限 个 es 之 和 |. 
BE H.K,I 是 工 的 子 空间 ,利用 (1.3) 与 (1.1) 式 可 得 


[E,K 1]) © [E,K], T] + (4, H, r] 
= [7, [H, K]] + [X, [7, H)). (1.4) 


ENM 1.3 设 工 = OL, XR FRRK, HR LYFE, > Ho = HALa, VO Ze. 
Æ H = H0 Hy, 则 称 吾 是 工 的 Za- 阶 化 子 空间 . 

引 理 1.4 尽 下 命题 成 主 ， 

1) E AASRRAL= LOL, PEE, A H A Lt Za- MeT i a La 
SH PHAR x 均 可 表 为 T = tg t 27, 其 中 ro € Ho, OE Be. 


5 基本 概念 ‘3. 


2) Æ HK 是 李 起 代数 工 = LOL 的 29- 阶 化 子 空间 , 则 H+K, HAK § [HK] 
LZ L) Za- hiai. 

证 明 由 Zo- 阶 化 子 空间 的 定义 可 直接 推 得 1). 下 面 证 2). 

ER r+y c H+ K Rhee #, yek AAW Ze BETAS, 故 可 
H r = 有 “十 zi HEP re € Ho, O€ Zo. PER y = yo+ yr 其 中 wo E Ko, YO € Ze. Ml 


£ +y = (z7 + ya) + (zr +t y). 


因为 zo + yo € He + Ke = HN L+ KN Le C (H+ K)N i= (H + K)o, VO E Zo, 所 以 ， 
H 1) H+ K EL AY Z- 阶 化 子 空间 . 

R 2 e HNK, W oren A A OS Zo 阶 化 的 , ROR e= rg +27, HP ree 
He, Y6 € Za. Hee K, MBM z= c4 + rh, BEP rh e Ke A aE Lol; PHS 
解 式 是 惟一 的 , 所 以 ze = rg, VO € Zo. 因此 


zo = 25 € He N Ko =(H N Lo) n (K N Le) = (H N KYN Le 
=(HNK)e, VO € Ze. 


H 1) SAK 是 工 的 2Z2- 阶 化 子 空间 . 
ER z E [#, K], We = Palki yd, 这 里 ay € A, we K. 因为 H 是 Zo- 阶 化 的 ， 故 可 
设 r; = ratzea, 其 中 ww € He, VO € 2Z2. 同 理 可 设 yi = ya ty 其 中 yio € Ko, YO € Zo. 
于 是 
r= Dies tia. vot yal 
= 2 (lea ; yal + lea, yalt View: yal + [ta + valh 


显然 


Ss" (es 1 yal + [ea ? yalh € (A, K] N La = [Ħ, Kls; 


i 


Yla val + iea, yal) € [H, Klr. 


由 1) 4, [H, K] Æ L 的 Zo 阶 化 子 空间 . o 

E HEL AY Z.- METER, 并 且 五 关于 工 的 方 括号 运算 是 封闭 的 , 则 称 H 
是 工 的 子 代数 . 设 了 是 工 的 22- 阶 化 子 空间 , 如 果 对 任意 ze ye LWA eyel, 
则 称 了 是 工 的 理 起 . 

我 们 的 定义 要 求 子 代数 与 理想 必 为 工 的 Z- 阶 化 子 空 间 , 以 下 的 引 理 指出 了 这 
一 要 求 的 理由 ， 

引 理 1.5 设 I 是 李 超 代数 工 的 理想 , 则 LJI := {ct reL) 关于 工 的 请 导 的 
加 法 与 数 缮 是 一 个 Z- 阶 化 线性 空间 , Ho Le, | 返工 诱导 了 AT 的 一 个 [,] 运 
R, 使 得 工 /7 是 一 个 李 超 代数 ， 
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WA RNC = 2/1. L 的 加 法 与 数 绞 自然 地 诱导 了 工 的 加 法 与 数 冬运 算 , 使 
得 荆 是 一 个 线性 空间 . 设 Io = {r+ I |x E Le}, VOC Zo 显然 =5+ 语 . 令 


OfAnt+lety, OFvy+Iery, 


则 有 
reEbs\l, yey. (1.5) 

#ao+tayti, We+(-yer BAILA Ze 阶 化 子 空间 ,所 以 ze INL, -ye 
Indl; KS 41.5) 式 矛盾 , TE +I y+ Ke anI = o0, AM L = ire ir ai 
证 明了 工 是 Zo 阶 化 线性 空间 . 

易 见 工 的 [, | 运算 自然 地 诱导 了 工 的 |, |] 运算 ,使 得 是 一 个 李 超 代数 . 口 

我 们 称 李 超 代数 277 为 工 对 理想 工 的 商 代数 ， 

设 1 与 7 是 李 超 代数 工 的 理想 , 则 了 与 了 是 工 的 Zo- 阶 化 子 空间 . 由 引 理 1.4 
4g EE, J) = [L Jo @ (7, Jy È L BS Za- 阶 化 子 空间 , ALA BME Jacobi 等 式 可 以 证 明 [J, 7] 
还 是 工 的 理想 . 特别 地 , [L 是 工 的 理想 , 当然 它 是 LETRE. 借用 李 代 数 与 群 
论 的 语言 , ORL, 本 为 工 的 换 位 子 代数 ， 

定义 6 若 李 超 代数 工 只 有 平凡 理想 , 并 且 [LL] #0, 则 称 工 是 单 李 超 代数 . 

定义 1.6 中 的 条 件 IL 可 4 0 使 得 零 李 超 代 数 与 一 维 交 换 李 超 代 数 不 是 单 李 超 代 
数 . 

I A = Aro Ar HA’ = AL@ At RRR, 6: A A! ERTES. 若 ole) C 
Ab, VA E Zo, 则 称 % 是 偶 的 线性 映射 . 若 偶 的 线性 映射 还 满足 : pley) = d(x) o(y), 
vey € A, 则 称 o Æ A Bl A’ 的 同 态 映 射 . 如 果 4% 是 4 到 上 的 满 的 同 态 映 射 , 我 们 
A 是 4 的 同 态 象 , 或 称 4 与 同 态 , 记 为 4~ 4’. 若 同 态 映 射 $ 是 双 射 , 则 称 6 
是 同 构 映射 , 此 时 称 4 与 a’ 同 构 , i A= A’. 易 见 , 同 构 关 系 是 一 个 等 价 关系 . 此 
外 ,4 到 4 自身 的 同 构 映 射 称 为 4 的 自 同 构 . 当然 , 以 上 同 态 与 同 构 的 概念 适合 于 
李 超 代数 , 但 是 需要 将 代数 的 苹 法 写成 方 括号 的 形式 . 李 代 数 的 同 态 与 同 构 定 理 对 
李 超 代数 仍然 成 立 . 

NAO: LoL 是 李 超 代数 的 同 态 映 射 , 则 kero := {2 E L| ol) = 0} BLA 
想 , FFA L/kerd & Ind. 

QA (57 是 李 超 代数 工 的 理想 , 使 得 TC 了 则 JJL 是 FE 的 理想 ,并 
B (L/DAHD 自然 同 构 于 工 /7 

3) 车 了 与 7 是 李 超 代数 工 的 理想 , 则 (+ J/7 AF rnd). 

例 1.7 HA=AGoA, 是 结合 超人 代数, 在 4 上 定义 双 线 性 的 方 括号 乘法 , 使 得 


n y] = zy — 1) Ye,y © hg(A). 


直接 验证 可 知 , Tri Rk, 4 是 一 个 李 超 代数 , 称 它 为 与 结合 代数 4 关联 
的 李 超 代数 , iA A. 


fl 基本 概念 


a 


例 1.8 RV=aYWOev RAF LM Za- MAZ, End(V) RV 的 所 有 线性 变换 
构成 的 线性 空间 . ER OC Za A 


Endo(V) = {z € End{V) | 2(Vz) © Varo, Vu € Z2}. 


易 见 , End(V) = Endg(V) 9 Endr(V). FA, KF RAK HAY RK, End(V) 是 一 个 结合 
ARK. HH 17 知 , End(V)” APERE. 我 们 简 记 End(V) A pV). 于 是 PHY) = 
pls(V) © pl(V), 其 中 pl,(V) = Ende(V), vb € Zo. 因为 pl(V) 在 李 超 代数 中 的 作用 
与 lV) 在 李 代 数 中 的 作用 相仿 , 所 以 称 pl(V) 为 V 的 一 般 线 性 李 超 代数 . 

定义 1.9 RL=LelL, 是 上 的 李 超 代数 ,VV = 作 + 放 是 F 上 的 Z2- 阶 化 线 
性 空间 . 则 称 李 起 代数 的 同 术 映射 p: 工 一 pl(WV) 为 工 在 V 上 的 一 个 表示 . 

EXM 1.10 设 工 = LOL, AF LO ERKRKR, V=aGOVKy A F LA Ze- Pee 
ZE. BV 被 赋予 一 个 运算 工 xY OV, BH (2,0) ov, Vee L, ve V, HAR: 

1} (Ag + nyw = A(ev) + n(yv), VA eF, 2,46 L, ue V, 

2) z(u + qw) = Are) + nizw), VAneF, 2 eb, vweV, 

3} Bee Lo, ve Va, KP 6,4 € Za, R| cv E Vosy, 

4} [2, ylv = x(yv) — (1) y (ev), Ye y € hg(L), vE V, 
RAR V 是 一 个 L- 模 . 

H p i LEV 上 的 一 个 表示 . 令 cv := p(x)(v), Yre L, Vo e V. 直接 验证 可 知 , 如 
上 定义 的 乘法 使 得 V 是 一 个 L M, KLARE 提供 的 L- 模 . 反之 , 给 出 一 个 L- 
BV, 可 定义 映射 p: 工 一 pl(V), 使 得 pz)(v) := zu Yz ELveW 则 p 是 上 在 V 上 
的 一 个 表示 . 因此 , 李 超 代数 的 表示 的 研究 可 以 转化 为 李 超 代数 的 模 的 研究 , 反之 外 
然 . 

例 1.11 设 工 是 李 起 代数 ,x E 工 , 令 adz(z) = [2,2], Yz € L. I adz € pl(L). 
ad: L — pL) 是 映射 , 使 得 一 ada, Ve e L. BR ad 是 偶 的 线性 映射 ， 利 
用 d(adz) = d(x), d{ady) =d(y) 以 及 (1.3) ATH 


[ad x, ad y|(z) = ad[x,y|(z), Va,yehg(L), Vze £, 


于 是 adlz,y] = fad z, ady], Va,yeL. Pu ad LEAL LR, 称 ad 为 工 的 伴随 表 
T. 
EN 1.12 设 4=HM 电 4 是 下 上 的 超 代 数 ,也 Epls(4), 其 中 8EZ2. oR 


D(zy) = D(z)y@ (1) zD(y), Ve Ehg(A), Vy € A, 


则 称 刀 是 4 的 次 数 为 日 的 齐 次 导 子 . 
令 Der(A) 为 4 的 所 有 次 数 为 6 的 齐 次 导 子 的 集合 , 这 里 be Z 定义 


Der(A} := Ders(A}) 由 DerT(4). 


.6 ， 第 - 章 Cartan 型 模 李 超 代 数 的 构 作 


可 以 证 明 , Der(A) 是 pl(A) 的 子 代数 。 称 李 超 代数 Der(A) 为 4 的 导 子 超 代 数 , 并 
称 Der(A) 的 元 素 为 4 的 导 子 . 

例 1.13 设 工 是 李 超 代数 ,xz E Lo, 其 中 9eZ2. 利 用 (1.3) 式 可 知 , adr e Dere{L), 
我 们 称 adz 为 工 的 内 导 子 . 

FEM. 1.14 设 4= 如 @4 是 超 代 数 , 若 A= Bicz4di, 其 中 A X AH Za- BF 
空间 , 并 且 AA; C Aig, Vi,j EZ, 则 称 4 是 2 了- 阶 化 超 代数 , 若 AG = 中 isz42it，4T = 
BiczAnsi, MAR A 的 Z- BAL Za- 阶 忆 是 相 容 前 . 

定义 1.15 A= Diez Ai 是 Z- 阶 化 超 代数 ,车工 E Ay, MAR cA Z- FAA, 
并 且 称 z 的 ZE- 次 数 为 到 A dasi 为 方便 , 我 们 约定 替 元 豆 的 Z- 次 数 可 以 是 
任何 整数 ， 此外, BAMA 4 = Di Ai 是 Z- 阶 化 超 代数 时 (这 里 是 非 负 整 数 )， 
我 们 约定 : 当 < -r 时 , 4 = 0. 同样 , 若 A = DA 是 2- 阶 化 起 代数 (这 里 
与 是 非 负 整数 ), 则 约定 : Bic + AA ioth}, A = 0. 

显然 , Æ zdis) =i, zd(y) — 4, BF zy € A, A) zd(ry)= i+ 5. 

EFRR L = iezl 是 Z- 阶 化 的 , 则 Lo 是 工 的 子 代 数 . [Lo, Li) © L: A, 
Li 是 Lo- 模 , HP iez. 

设 工 = berli LAER. 

1) 若 对 任意 ie No, WA {x € L | le, L-1] = 0} = 0, WRK L EI z- 阶 化 之 下 是 可 
迁 的 , 或 简称 工 是 可 迁 的 , 

2) FF Lo- Be L- 是 不 可 约 的 , 则 称 工 在 此 2 阶 化 之 下 是 不 可 约 的 , 或 简称 工 是 
不 可 约 的 . 

命题 1.16 设 工 = @i>-_iLi 是 2- 阶 化 李 超 代数 ,并且 工 -1 天 0. LABRSRK 
2, WI 

NLR, 

2) 工 是 不 可 约 的 ， 

3) [L-1, La] = Lo- 

证 明 rr z- 阶 化 子 空间 , 使 得 


[Lo EF, (£1, CL. (1.6) 
A L* = Dizili BR 
[Lo L*] C ET. (1.7) 
对 任意 ne No, # 
= ( 共 n 个 世 '). 


[E* I CF. (1.8) 
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我 们 对 n 用 归纳 法 证 明 
[Lo IS], Yne No. (1.9) 


当 n = 0 时 , 由 (1.6) 式 知 , [Lo,79] = [L01] C I C F. 假设 [Eo Y CT, AA (1.4)， 
(1.7)~(1.9) 式 知 


[Zo,7"] = [Lo,[Z*, 2°71] 
C [[Lo, £4], I7] + [Lt, (Lo, 277] 
© [Et 77") 4 [E*, 7 
cI"+i 


=f, 


归纳 法 完成 . 相 念 地, 利用 (1.4), (1.6)~(1.9) 式 , 对 n 用 归纳 法 可 证 得 [2-1,7"] ES 
i, Vn € No. 所 以 
Zo cT, [Lach (1.10) 


由 (1.8) 与 (1.10) 式 知 ,了 是 工 的 理想 . 
1) $ I = {2 € izoli | [z, £-1] = 0}. 
显然 了 上 是 工 的 子 空 间 , 设 Lo = Birole 由 引 理 1.4 知 ， Loy 是 工 的 22- 阶 化 子 空 
间 . ER <er, M se Lio. Mx = 27+ 27, 其 中 apc Lo)e C Le, VO E Za. Hrel 
知 [z, L-1] = 0. $ 
[ta + 2r, (L-1)e] = 0, VO € Za. 


于 是 [em (L-1)0] = 0, VO € Zo. A L-i 是 Ze 阶 化 的 , 所 以 [ey L-1] = 0. 因此 ag € 7, 
fi rg E€ IN Eg = Jy. A nyc Fy. HSI 14, IÈ LK Zo 阶 化 子 空间 . 

由 (1.4) AM, Ze 阶 化 子 空间 工 适合 (1.6) 式 . 由 (a) MI BL ABE 因 
AIC Loy, 所 以 Fc Lo 因此 了 是 工 的 真理 想 . 由 于 工 是 单 李 超 代数 , 因而 了 = 0. 
于 是 对 任意 ie No, 有 

{2 € Li | [z, 2-1] +0} CT=0. 


MERT LEERY. 

2) 设 I 是 Lo 模 工 1 的 非 零 子 模 . 则 工 是 工 的 Zs- 阶 化 子 空间 , 并 且 满 足 (16) 
式 . 由 (a) 知 了 是 工 的 理想 . 因为 了 0 aT AO. 由 于 工 是 单 的 , 所 以 了 = 工 .由 了 的 
定义 知 了 cIg9 Lo, AM LCIS Lo. 这 就 迫使 1= 工 1. A L ERTH. 

3) $ J = La @ [L-1 2] 8 Lt. 由 引 理 1.4 知 , J EL Zo 阶 化 子 空间 易 
Ki [L-1 CJ, [EtA CJ. AD (1-4) RA, o J) C7. 所 以 [LCS FRI 
的 理想 . 因为 工 是 单 的 , 故 KL. AAE [L a] to. 日 

ENM 1.17 it L= Lg @ Lr 是 城下 上 的 李 超 代数 , U 是 下 上 的 结合 超人 代数. 
设 i: 工 一 U- 是 李 超 代数 的 同 态 . 若 对 正 上 任意 嬉 合 超 代数 4 与 任 闽 李 超 代数 的 
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ARS: LOA, 都 存在 惟一 的 结合 起 代 数 的 同 态 FU A, 使 得 了 = fi, 那么 我 
们 称 (也 让 为 李 超 代数 工 的 泛 包 络 代数 , 通常 简称 UU 为 工 的 泛 色 络 代数 . 

我 们 可 构造 工 = Le © Ly BZ RP: 设 TL) = Oso T (L) 是 Ze- 阶 化 
空间 工 的 张 基 代数 , EHTA = L@L@---@L (rf L). LE Z- 阶 化 诱导 了 TE) 
的 一 个 Za- 阶 化 , E TL) 是 一 个 结合 超 代数 . 令 是 由 所 有 形 如 


kal- By gr, sy E hg(L), 


的 元 素 生 成 的 TL) 的 理想 . BU = TLR 显然 , 自然 映射 LOU 诱导 了 李 超 代数 
的 同 态 i: 工 一 UV-, 则 (0,i) 是 工 的 泛 包 络 代数 . 所 以 李 超 代数 工 的 泛 包 络 代 数 是 存 
在 的 . 由 定义 1.17 知 , 在 同 构 的 意义 下 , 工 的 证 包 络 代数 是 惟一 的 . 

文献 [46] 证 明了 李 超 代数 L 的 举 包 络 代 数 U 的 基 元 素 定 理 , 也 称 为 PBW 定理 ， 
下 面 氢 述 这 个 定理 ， 

PBW 定理 设 工 = igei Er 上 的 李 超 代数, z1,… ,zm Æ La OE IEE, 
Yi ;gn 是 LT 的 F- a. 设 U 是 工 的 滩 包 络 代数 , 刘 所 有 形 如 


rý. 


HERAT U H F- BR, HP ki 20, i51, m Lullun. 


k 
U Em Yi Yi 


§2 Cartan 型 模 李 超 代 数 的 构 作 [19 


为 定义 Cartan 型 模 李 超 代数 , 我 们 需要 外 代数 的 导 子 超 代 数 的 自由 基 . 为 此 , 我 
们 确定 外 代数 的 导 子 超 代 数 . 首先 独 述 F 上 自由 代数 的 定义 . 考察 用 字母 41,&2,… ee 
作成 的 一 切 形式 元 


En bia Sims Vn € N, 1 <ia tim En, (2.1) 


B A(n) 是 以 这 些 形 式 元 为 基底 张 成 的 了 上 的 线性 空间 . 在 A(n) 的 基底 (2.1) 上 规 
定 如 下 的 乘法 表 
(Es Eiz + Eim Ejja Ej) = Ei Sin e Sim bi in Éi 

这 样 , 利用 基底 (2.1) FORAY LA EM A(m) AEFI AK, 使 得 A(n) 
是 域 f 上 的 结合 代数 . 我 们 称 An) 为 非 交 换 未 定 元 与, 所，… ,én 生成 的 自由 代数 . 

显然 , dt =1 {i =1,2, 7. n) 定义 了 A(n) 的 一 个 Zz- 阶 化 ， 使 得 A(n) 是 一 个 
结合 超 代 数 . 设 

S = {fig + Eggi | ij = 1,2,--- ,7}. 

SBIR S C (n)a C hg(A()) 设 工 是 由 S 生成 的 A(n) 的 理想 . 

引 理 2.1 Kh Q € hg(A(n)), Al OE; = (CDER E I, 其 中 了 一 1,2,: tth 


§2 Cartan 型 模 李 超人 代数 的 构 作 '9. 


证 明 1) 先 证 8 是 Aln) 的 单项 式 的 情形 . 设 Q = Eata En 对 用 归纳 法 
证 明 引 理 结论 成 立 4k= 1 时 结论 显然 成 立 假设 对 一 1 结论 成 立 . 设 Q = 
bi, Sig - -< bay as 则 Q = Qili. 由 归纳 假设 ， 


Q -H EQ 
= Quis — (I) PE Qin 
= —Qikibi, + Q(t + Ert) + (19M EE, 
= 一 (人 — (DVIER in + Q(t + Eut) € I, 


所 以 结论 对 起 也 成 立 . 
2) 设 Q = Ei y Hy 是 Aln) 的 单项 式 , 并 且 di) = diy) = … = diye). 
FH 1) 知 


QE — ("EQ = (> n) & — (Me, > n) 


= > (ug; - (1 eye o 

# A(n) = Ano/ 工 令 m = Ẹ&itE EK) i=1, n A A(n) 就 是 由 031,52,…， 
zn 生成 的 外 代数 . 

引 理 2.2 以 下 命题 成 主 . 

1) ÆR zz ,zm € A(n)o, HP 9 € Za, MHA D € Derg, s(A(n)), 使 得 DE) = 
Zi t=1,---,n. 

2) ÆR y1, y2,- ,yn CA(n)o, HF 6 E Zo, MAA D € Derg, r(A(n)), 使 得 D(zi) = 
wi, t=1,---,n. 

3) ÆR yya- ,gr E Aln), MAA DE Der(A(n)), 使 得 D(x) = ys, i=l, yn. 

证 明 1) U A(n) = Féa + Ree +--+ Fb C A(n). 显然 ,存在 线性 映射 了 ;A(n)i 一 
Reno, 使 得 BUG) =z t= 1 yn BA A(n) 是 由 6 ,6 生成 的 自由 代数 , 所 
以 D 可 以 自然 地 扩张 为 Der(A(n)) 的 元 素 . 由 于 Aln) C Ä(n)r, 故 De Derg ,7(A(n)). 

2) $ g: A(n) > A(n)/7 是 超 代 数 的 自然 同 态 ， 则 存在 加 ,ho,… ,hm < An), 使 
得 o(hi) = yw，i= 1… n. 因为 % 是 偶 的 线性 映射 , 所 以 hi e A(n)e,i=1,…,n. 由 1) 
知 ， 存在 D € Derg, 7(A(n)), 使 得 Dé} = hi,s =1 yn, FASE 2.1, 


DEE + Eti) 
= Dei + (-1)° TE Des) + Dls): + (1) tT DE) 
= (D(Es)&s — (DPE DE) + (BEE — EDE) ET. 


PÆ BU) C1. DU) =0, BPI C ker 6D. RUPERT D : An) > Aln), 使 得 
下 图 
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Kln) —*2-+ a(n) 
6 
A(n) 


D 


是 交换 的 , 即 oD = De. 因此 
D(zi) = D{€i + 1) = DoE) = ODE) = O(hs) = yi, i= 1 ,mn 


由 于 z: € A(n)z, yi E€ Aln), i= 1 nm, PW D E plori(A(n)). 
任 取 x, y € hg(A(n)), 则 存在 x‘,y © hg(A(n)), E ola) = x, o) = yg. 于 是 


D(zy) = D(¢(a')oly')) = Do(z'y) = Diay’) 
= $(D(x')y’ +(e Diy’) 
= Birey) + (-1I) Ot) ga ely’) 
= Dé(z py) + (-1)° on) Ddty') 
= D(z)y + (-1)*PsDty). 


所 以 D E Derg 7(A(n)). 
3) B y: = yo t+ ya, 其 中 yo € A(n) ya € A(njy, t= 1,.…,n. 由 2) 知 存在 D' Ee 
Derg(A(n)), D” € Dery(A(n)), 使 得 


D'(zi) = ya, D" (2) = vo, i= leen 


& D = D' + D", Wl D e Der(A(n)). BR Died =H, t=1,---, 2. 口 

由 引 理 2.2 的 2) 知 , 存在 8 e Derr(A(n)), i = 1 (BE a(z) = 55, j = 
1,-++ n. & De Der(A(n)). 设 了 zj) =y j=1p n. BR YL, wd € Der(A(n)). A 
一 方面 , 由 于 {zw; 17 = 1 ,nm] 生成 了 Mn), 以 及 


(Ena) (z) = ym) =y j=1, ,nm 
所 以 D = Soh, wk. 于 是 我 们 证 明了 以 下 命题 

命题 2.3 Der(A(n)) = {SL wd lw EAn), i=l, n}. 

我 们 在 上 节 给 出 了 李 超 代数 上 的 模 的 定义 . 类 似 地 , 可 定义 结合 超 代数 4 上 的 
RAV, 这 只 需 将 定义 1.10 中 的 4) BOW (syw = a2fy(v)), Yzy € hg(A), Vo e V. F 
是 Der(A(n)) 是 一 个 A(m)- BM. OL weds € Der(A(n)). 4 OL, was = 0, 则 可 推 
Gy =0,i=1,---,n PRA ARH 2.3 知 , 91, 2,… On 是 Der(A(n)) 的 一 个 自由 An- 
基 , 并 且 称 入 ,Ba On H AN) 的 特殊 导 子 . 

我 们 称 素 特征 域 上 的 李 超 代数 为 模 李 超 代 数 . 下 面 构 作 四 类 Cartan 型 模 李 超 代 
数 . 设 下 是 特征 数 p> 2 的 域 {因为 p = 2 时 , F 上 的 李 超 代数 就 是 Z2- 阶 化 李 代 数 ， 
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所 以 我 们 不 考虑 p = 2 的 情形 ). 以 下 总 是 用 p 表示 基 域 的 特征 数 , 仍然 用 NN 与 No 
分 别 表示 正 整 数 集 与 非 负 整数 集 . 设 mn e N\{1}. Ë rte No, 令 (3 表示 二 项 式 系 
数 tha Er < t, AE (7) =0. a= (a1, 02,°-+ am) € NF, lal = OF os. HB = 
(Bı, B2, , Bm) E NB, HEM a + B= (on + Bi, 02 + Bo, sam + Bn), (9) = Mi (a) 
a< Bea <i, 1=1,2,---,m. BU(m) 是 具有 生成 元 集 {1 |a e NT} 的 了 上 的 
除 宕 代数 , 则 Un) 中 有 以 下 运算 公式 : 


gi gl) 一 ( i °) zte, va, 8 € NG (2.2) 


BE ei = (6:1, 52 , dim), 其 中 04) 为 Kronecker 符号 . 

简 记 zt 为 xs 这 里 1<i<mm. 我 们 用 Aln) ARRA n PERRET Emt, zmt2,…， 
za 的 外 代数 , 其 中 s = mtn. > A(mn) = Ulm) @ Aln). 则 Ulm) 的 平凡 的 Z2- 阶 化 
与 A(n) 的 自然 的 Ze- MEAST Amn) 的 一 个 Ze- 阶 化 : 


A(m, nys = U(m} B A(n)y, Afm, nT = U(m) 名 A(n)z, 


从 而 Am, n) 是 一 个 结合 超 代数 . 
设 fe Ulm), g € Aln), AI Amn) 中 的 元 素 fF Oo 为 f9. 于 是 在 Alm,n) H, 除 
了 (2.2) 式 外 , 还 有 以 下 运算 公式 : 


Ti£j = —TjTi, ijg=m+1,--: 4. 


rr, =a,2', Ya ENT, j=m4+1,--- ,8. 


对 k=1,.… ,1 定义 
By = {linia e i} mtl Si cice ci ah 


设 Bin) = UtoBs, 其 中 Bo = Ø. Bu = (h,i E Be, WW |ul = k, {u} = 
{iniz sik} 与 2° = tata 约定 Øl = 0, zf = 1. Ml {re | ae NF, we 
B(n)} 构成 了 Amn) 的 一 个 F- 基底 ， 

为 简便 , 令 Yo ={L2- mh Yi = {m+1, -8h Y = Ya UYI. 

引 理 2.4 i Di, Dae ,Ds 是 Amn) 的 线性 变换 , 并 且 满 足 


(a-€;) pu ; 

a a“, Wie ¥o, 

Difzte)zv) = (2.3) 
g(a"), ViEN, 


其 中 让 是 Atn) 的 特殊 导 子 ,Vi E Yi. 则 D: € Derg(A(m,n)), Yi € Yo; Di € Derr(A(m,n)), 
Yie Y. 
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证 明 HEE a.p ENT, EE uve Bin), 利用 等 式 
(2) (22) (9) e 
a Q — Ei a 


Di((ea")(2Mx")) = (Di (Vr) a") + ea") (Di(a2")). 


可 证 得 


所 以 Di € Derg(A(m,n)), vi € Yo. 

类 似 地 , 利用 Bi(z*z") = (Baha + (Dt etala), vi e Yi, UR d(x) = 
dlzte)z*) MG D: € Derp(A(m,n)), VieN. o 

同样 , 我 们 称 D1, D2,… ,Ds 为 Alm, n) 的 特殊 导 子 . 由 引 理 2.4 知 , d(Di) = (i), 
这 里 


车 fe Alm,n)je, D € Dery{A(m,n)), RF 0, u € Za, > 
(FD)(9) := fD(g), Vg € A(m,n). 


直接 验证 可 知 , AP E Deros(A(m,n)). 
引 理 2.5 1) & f,g€ A(m,n), D,E € Der(A(m,n)), A] 


(FD, gE] = fD(g)E — (—1) P86) EF)D + (-1)9 foD, E. 


2) [D D; =0, Vi,jeY. 
证 明 1) ER he Amn), WA 
[fD, gE](h) = (fD)((gE)(h)) ~ (1°90) (gE) FD)(h)) 
= (FDE) +- PDDE) 
—(— 194 P98?) E F)(D(h)) 
—(-1)8Y PB) 8G DAD pg EY D(h)} 
= (fD(g)E)(h) — (-1)°F 6) (gE( fF) D){(h} 
+(-1)9 9) fg D)(E(h)) 
—(-1) PEN Fo FY D(h)) 
= (fD(g)E)(h) — (-1)°4 80) (gE) D)(h) 
上 (一 Date fg[D, B](h). 


于 是 可 知 引 理 的 1) 成 立 . 
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2) ER A(m,n) 的 一 个 基 元素 oe", EH a ENG, ue Bin) H i,j € Yo, R 

者 ie Yo, jey, H (23) 式 可 推 得 
{Ds, Dyl(z x") =(DiD; — DaD Arz") 
=D: D(z") — D;Di(2™2") = 0. 
Bijer Bid {wu} RE i ¢ lu}, BR 
(4,0; + ðið") = 0. 
车 {ii} Z {u}, 不 妨 设 z“ 一 eee’ ae, 其 中 v, w, qE Bin) ({v}, {w}, {a} 中 可 以 有 空 
So). 则 . 
(8:8; + GBL) = ð; (2") + 0;0;{x") 
= (= jP gr pers + g jH peg gd 
= 0, 
于 是 , Magen, 
[D;, Dirr") = (D:D; + DD: (a 2") 
= xf) (0,0; + 0;8:)(2") 
= 0. 

综 土 知 [Di, D;] = 0. 口 

令 Wim,n) = (Sty fD: | fi € Alm n), Vi € Y}. 

命题 2.6 W(m,n) 是 Der(A(m,n)) 的 子 代数 . 

证 明 由 引 理 2.4 Al D: e Der(A(m,n)), 其 中 i e Y. 于 是 fDi € Der(A(m,n)), 
KK W(m,n) E Der(A(m,n)). BAR Wim, n} 是 Der(A(m,n)) 的 子 空间 . ER Sy fiDi € 
Wlm,n), WR fi = fot Fa 其 中 fio € Alm,n)e, 0 € Zo. WA 


D fDi = EUs + fs)D: 


iEY iEY 
= Y ， figDi 十 Y faD: 
iEY iEY 
一 区 十 2 


其 中 


y= >> 有 Di+ J fDi € W(m,n) nN Derg(A(m,n)), 


i€Yp 1EY) 


z= Z faDi + > faD: € W{m,n) N Derr(Alm, n)). 


feY] ic Yo 
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所 以 Wim, n) 是 Der(A(m,n)) 的 Za- 阶 化 子 空间 ， 
设 Sie iD: € Wim, no, bj- giD; € Wim, n)a, 其 中 ,pH € Z2. 由 引 理 2.5 的 1) 
52,4 


I fiDi, D yD; 
i=1 j=l 
= $, fDilgs)Dy ~ (-1)* $ gsDs( fDi € Wim, n). 


.因此 Wim, nn) 关于 [, ] 运算 是 封闭 的 , 从 而 Won, n) 是 Der(A(m, n) 的 子 代数 ， o 
BW, {fztclz*Di |a ENP, ue Bin), ic Y} 构成 了 Wim,n) 的 一 个 下 基底 .于 是 
可 知 W(m, n) 是 无 限 维 李 超 代数 . 
IER tista € Y, 定 义 线性 上 映射 DitziA(m,n) 一 Wim, n), 使 得 对 任意 f € be(A(m,n)), 


(2.4) 


2 
Dan lf) = 》 fan Dis (2.5) 
f 一 ] 
其 中 
fa = 一 (一 EDEDED (f), (2.6) 
fig = (Ayr, (F). (2.7) 
FN, 


Affa) = df) + r(éz), dfis) = dA) + T(t), 


d(Dz,1,) = T{t1) + T(t2). 


引 理 2.7 JED Dy, (ft) =0. 
证 明 利用 (2.6) 与 (2.7) 式 可 得 


2 
YD 94D Fe) 
t=1 
= (Iy EDK p, (DM NT tap, (fy) 
Hy Ea) D, giy tyta, (f)} 
— tN D, De, (f)+ (-1)" 24D. D, (f) 
= (EPAD Da (F) + 1)" OOD, De, (f) 
= 0. 口 
定义 
S(m, n) = spanp {Dit (f) | ti,t2 € Y, Í € hg(A(m,n))}. 


因为 Í € hg(A(m, n)), Dri, ts 是 Za- 齐 次 线性 映射 ， 所 以 S(m, n) 是 Wim, n) 的 Zz- 阶 化 
子 空间 . 
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5 引 理 2.8 # 


2 2 
Dz,t;(f) = bD Ja Di € S(m, n)a, Deira (g) = Y gDr; € S(m, 7), 


i=l f=) 


其 中 6, € Zz, 则 


2 
[Dass(f), Deira (a = Y -1 OCF TN DG, (fe ge} 


ij=l 


证 明 由 引 理 27 9, Y (IEND (fe) = 0. 所 以 
2 
> (-1)7 Dy Cf, Jar; D+, 
íi, j=1 
2 2 
= ( (-1)7 9G, a) Yr; Dr; =0. 
= 1 


j=1 \:= 


同 理 知 
2 
D CD ND (gr, fu De, = 0. 
1 了 一 上 
于 是 
2 2 
> fe Dr, 5 gr; pu 
i=1 j=l 
2 2 
= > fi Di (gr, Dr; 一 (~1)%* Z Ori Dry (fe) Di; 
ij=l i j=l 
2 
二 Z (ha Di, (gr, )D,, + (一 Ldap, (fa or, Drs) 
i,j=1 
= d 
= (1) D (grs Do (f) Du + (EMD, (Gr) fu Du) 
i, j= 
2 
— Z {1l Di. (Fuge De; 
#,j=1 
2 
加 (—1)% > (-1)7 Ges DD, (gr, fi)Ds, 
i j=l 
2 
= D (—1) ANA deri) MENO Di (frige )Dz; 
i j=l 
7 (—1)"D,, (ft, 9r;)De,], (2.8) 
其 中 


n = Ot 7(13)d(9r;) + TONS) + TT (ri) + Aeddi). (2.9) 
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易 见 
0=dfi)+7(t), p= dlg) + riri). (2.10) 
将 (2.10) 式 代入 (2.9) 式 得 
n = (dlfi) + dlge ITC) 十 TO = d(fecgr; (7 (ta) + T(r2)). 


TÆ, 由 (2.8) 式 得 


2 2 2 
JO fu Dis 》 gr; D,, = > (—1)7 sae, HM, (ft.9r;)- 口 
i=l j=l ‘j=l 
由 引 理 2.8 立即 可 得 以 下 命题 . 


命题 2.9 Sim, n) 是 W(m,n) 的 无 限 维 子 代数 ; 特别 地 , S(m,n) AFERE. 

下 面 定义 李 超 代数 Him, n), 这 里 要 求 m 为 偶数 . 设 m= 2k. 令 
i+k, @il<i<k 

t=4i-kh, Wk<i<2k (2.11) 
i, Fi 2k <i <8, 
1, 若 1<i<k 

o(}=4-1, Be<i< 2 (2.12) 

1, #Fak<i<a. 


定义 线性 映射 Da : A(m,n) 一 W(m,n), 使 得 对 任意 fe hg(A(m,n)), Dalf) = £2 fDi 
其 中 


fi = o ND NN), vicy. (2.13) 
BIR, dfi) = d(f) + 7) =d(f) +7), vie YY 利用 (2.13) 式 可 直接 推 得 
Delfy) = (DO OFF OFM 5 a (G)Di( fv), (2.14) 


EF ijeY S 
Him, n) = spang{Du(f) | f € bg(A{m,n)})}. 
AR Da 是 偶 的 线性 映射 , MAA FE hg(A(m,n)), 所 以 Him, n) 是 Wo, n) 的 Z- 阶 
化 子 空间 . 
引 理 3.10 # 


Du(f) = 2 fDi € Hlm,n)e, Da(9) = $ 9D; € H(m,n),, 


j=1 


其 中 9,p€ Zs, Ml [Du(f), Du(g)] = Du(h), KL h= Te, o(6)(-1)" figu. 
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证 明 由 (2.4) 式 知 ， 
[Du{f}, Du(g)] = [= fDi, an| = > giD;, 


i=l j=l 


其 中 , 
qj; = 2 (fiDilg;) — (1) g.Di(f;)), vi € Y- 


运用 (2.14) 式 , 我 们 有 
g = >> ADi{93) — (-)" S Did fy) 
?一 ] i=l 
= PE O gt) fDi (gs) 


i=l 


一 一 Der Yy Cw "OM Goa: Dy (fir) 


i=1 


一 Yeye Jer (ary Dealio Dyle) 


i=l 


— Sey’ Hoty) +7 etre a(o Dy (figs 


1 一 上 


一 FA ON ted) ) fiDy (gi) 
i=1 
FP Eg)o (I) Dy foe 
i=] 


= (jyy OID, (3: oD F ) 


i=1 


— oF HD OED (h). 
因为 Dah) = j=l hi D;, 其 中 
hy = a(R; (h) = og )(-1) OOD (h), 
所 以 q; = hy, Y EY 因此 (Du(f), Dufla) = Dalh). a 
由 引 理 2.10 可 得 以 下 命题 . 
引 理 2.11 Hf{m,n) 是 Wim, n) 的 无 限 维 子 代数 . 
最 后 , 我 们 定义 李 超 代数 K(m,n), 这 里 要 求 m 是 奇数 . 设 m = 2k+1. 令 本 = 


Y\{m}, 对 任意 ie J,’ Ff ofa) 的 定义 分 别 如 (2.11) 与 (2.12) 式 . 
设 Di :Alm,n) 一 Wion, n) 是 线性 映射 , 使 得 对 任意 f E hg(A(m,n)), 


Di(f) = So fDi, 
i=1 
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其 中 
fi = (I ORO (2, Df) + a)l), VEE J, (2.15) 
m = 2 一 》 ziDif). (2.16) 
ted 
4 
Gi=Dit+o(ryDm, Vie J, Gm =2Dm. (2.17} 


也 引 理 2.5 知 , ES i4 ed, A 
(Gi, Gj) = [Di + o(i)tvDm, D; + o(7)2yDe] 
= [Di a(j)Ep Dm] + lo(s Dm, D3) 
= ipo (j) Dm — pjo (iDm 


= 26,44 o (j) Dm 
= iro (Gm, (2.18) 
(Gm G]=0, Y EJ. (2.19) 


由 (2.17) K, 直接 验证 可 知 , 对 任意 eA 
(= a(t -1 MM Gy (Gi + /er (25) 


i€EJ 
=F oN 6 MO Daf) + ol sDn (FN) De + alije Dmr) 
wT 
= o(j’)(-1I EOD (F) + o'e; Dm (F)) 
= (-1)° 84 (oj )Dy (fF) + 2sDm(F)) 


= Dif )(as}; 
并 且 


So)! Dy) +E Dalar + 2f 
= > PEJ OO Dy (ze + Do CMM Dalee + 2F 
_ > oF oi E pDl) » “masDn( + 2f 
= “> wiDi(f) + 2F S 
tev 


= D(f (tm). 
于 是 可 得 


(= oF hE, (f)Gi + rn (am) 


Delf) = Yo oD NG (Gi + fGm. (2.20) 


EJ 
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引 理 2.12 设 了 eAfmmja gE Alm np, KP 0, p € Zo, A] 
Delf) Delo) = Delis, 99), 


其 中 CF, 9) = De (f(g) — Gm (Ff)(9). 
证 明 DF) = Eia Gs, Delo = DL, Gs. 由 (2.20) 式 可 得 


fi = (NT Gf), VET, Im =f, 

gi = oD Gy (9), VEE ST, am = 9. 
FA (2.17) AH, dG} = r(), Vie 所 以 

d(fs)=9+7(i), dlg) =p+7(), Vie. 
F ijed, FH (2.21) 与 (2.18) 式 知 


Gla) = Gilg -D OG yf) 
— ajy- (Gi, GP) + (17 "GG; (f)) 


= aj jo (PDOA a fu) + 555(—1) Gmt). 


ie] HEA 


Gilg) = oo Det OOH OG, (gir) + diy ( 1) Gmg). 


由 引 理 2.5 与 (2.23)~(2.25) A, 可 算得 
[D. (A), De(g)] = b> fiGi, Esa = YAG; + hm my 


其 中 
hy = > fiGi(9;) 一 (0 D nG) + fmGm(gz) 


-1 gmGm(f) 
— Z olf’ hoT AOG TO f Gy (gw) 
EJ 
-(-1)" > ofj (J-E OG HO G (fy) 
iTS 
HIPO fGin(g) — (- 1)? 17 95 Gal F) 
+£Gm(g5) — (-1)"*gGm(Fs) 
= o(j 1y Ss o(d OG) EG (gir) 
wet 


a Tij’ .7 re TO Ora! 
-o(j )(—1)%+® Gg) Yo )(-1) CG) +67( gu Gy (fi) 
ies 
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(2.21) 


(2.22) 


(2.23) 


(2.24) 


(2.25) 
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出 (2.20) 式 知 , hy 


式 , 有 


hm 


to -1 HUG (fCGm{g) 

oH) TET OIG (gyGm(f) + famhg) 
(1% gG ml fi) 

a(j'){—1)7 Fe +) > a(i (1T Ot NG EG (gis) 


ied 


Ho OO) T ofi 1)" Gy (fae 
ies 


+a(7’ H-1 POG (f)Gm (gs) 

-oD CAHU GR (NG (9) 

+ $Gm(o(7’}(—1)"7 2G (9) 

(1) 96m (ols )(-)" OG (NN) 

oD) ON oa)(-1 ig) 
wed 

+o(7')(-1)" OG FGm(g) ~ Gm(f)g) 

oN OMG, (5 a(i)(—1)"" fige 


aed 


+faGm{g} - Gm ine) 


a CG, (= fiGilg) + fmGm(g) — ntfs) 


ied 


oF PPG, U, 9)). 


等 于 Di((f, 四) 中 G 的 系数 , 这 里 je 由 引 理 2.5 与 (2.18)~(2.23) 


Y Gg) — 1) Gilf) + fGm(9) 

ied ied 

-{-1) 9G mF) + EMI OO E fg 

tev 

Yo fige — (- 1)" SY od) a fe 

ies IEJ 

+£Gm(g) — (1) 9G ml F) + Y oE (1 OED fige 

ies 

(D E ol O gifa + {Gm(g) — (—1) rgGm(f) 
ies 

-DY oE Ge (G(T) + £Gm(9) — Gm Fg 
et 


Vo) © GC F)Gu(g) + fGm(9) — Gm fg 


ied 
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= 》 aft')(-1) Gu (Gilg) + fGm(9) — Gal f)g 


= Bio) — Galo 
= (f, 9} 
= Bes, 9) 中 Gm 的 系数 


这 就 证 明了 [Dk(#), Del) = Dx((f, 9)). 0 
由 引 理 2.12, 直接 得 出 以 下 命题 . 
命题 2.13 K{m,n) 是 Wf{m,n) 的 无 限 维 子 代数 ， 
我 们 称 W(m,n), S(m, n), H(m,n), 和 K(m, n) 为 无 限 维 Cartan FER. 
设 
A(m,n); = spanp{x')x* | a ENG’, u € B(n), fal + [ul = 4}. 
显然 A(m, n) = Po A(m, n): 是 Z 阶 化 的 结合 超 代 数 ， 设 
t= (ti,t2, ,tm} € N™, 一 p“ —1, Vie Yg. 
这 里 p 总 表示 基 域 下 的 特征 教 . 令 


A(m,t) = {a = (o1,--- Am) ENG |0 < ai < m, tE Yo}, 


A(m,n,t) = spang{2™ 2” | a € A(m,t), u € B(n)}. 

命题 2.14 设 wp E Alm, t} LP a= (aiam), B= (pm) Fath? 
A(m,t}, 则 (2) = 0. 

证 明 因为 a+B# Alm, t) 所 以 存在 ;ie Yo, (879 ai +A > m. AF ap € Alm, t), 
所 以 os, Bi < m < p“. 

设 Xi 与 X。 BRE 上 的 未 定 元 ， 在 二 元 多 项 式 (Xi + Xt 的 展开 式 中 ， 
Xe xe 的 系数 是 (mF). HTF a +A -p < A FI oit Bi- p" < a, 所 以 
HE (Xi + Xa) tae" (xp + XE") 的 展开 式 中 ,项 XPS 的 系数 是 零 . 由 于 


(XI 十 Xojar =(Xı + Xa) "top (X + Xa)“ 
=(Xı 4 Xajm tA" (xP + xe"), 
所 以 (2%) <0. CL) <0. o 
推论 2.15 A(m,n,t) 是 Alm,n) 的 有 限 维 子 代数 . 


令 Am, n t)i = Afm, n) N Alm, nt). Wl Atm, nt) = Big Alm, nth Æ Z- 阶 化 超 
代数 , 其 中 := Olas. > 


Wim, n,t) = 位 AD: | fi € Alm, n, t), Vie r} ， 


i=l 
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由 (2.4) 式 与 推论 2.15 知 , Wim, nt) Æ Win, n) 的 有 限 维 子 代数 . 设 
S(m,n,t} = spanp{Di(f) ij EY, f € htm,n,t)}, 


H(m,n,t) = {Du(f) | f E€ A(m,n,t)}, 其 中 mm = 2h 是 侦 数 . 
Kim, n,t) = {De(f) | f € A(m,n,é)}, 其 中 m= 2k+1 是 奇数 . 
由 引 理 2.8, 2.10, 2.12 与 推论 2.15 知 , S(m,n,t),H(m.n, t) 4 K(m,n,t) SE Wm, n, t) K 
子 代数 . 
下 面 考察 Am, n, t) 的 换 位 子 代数 . 由 (2.13) RH, 


Du(f) = 2 oD) "ND Ds. (2.26) 
由 引 理 2.10 可 推 得 
[Da(f), Du(g)] = Da bs aia AMD NDV(a) . (2.27) 
令 


£-1 
H(m,n,t) = {Puls 17 < Bamna}. 


i=6 
= t= (T1, Tas Tm) € A(m, t), E :一 (m+ l,m 十 2,- 18) € Bin). 则 A(m,n, t)¢ = 
Fre”, 
命题 2.16 & L= Himn, t), Al [L, L] = Hlm,n,£). 
证 明 设 Du(e™ a"), Da (1r) € L. FR (2.27) AS 


[Du (22) , Du (ca")| 


= Du | Yo) OND, (2 2") Dy 9) 
i=1 
=Du{ >> spi a De le mye") 
iįi=1 
4a 
+Du| > (D8 aeaa aa). 


i 二 m+1 
因为 3i(z*)Oi(2") ¢ Fr®, 所 以 
£ €-—1 
Du ( > (eaaa Paa) EDa (® A(m,n, o) ， 
4 一 入 十 1 


i=0 


Du (č a(i)Di(z™)z"Dy a") 


i=l 
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一 5 a(i) ( + 万 一 后 一 “| Du (LA ater BE 


a— Ei 


k 
= 5 (e + B -Ei “| _ (e + B 一 上 后; 一 “| Du (alt Pee ee gg". 
Q — Ei &— Ey 


利用 同 余 式 
的 =(-1)" (mod p), KH O< <n, 


可 知 , F atp- e er =n, A 
(* +3 -Es 一 “) _ ( + 8—e; ==) = (-1)!2-« _ (一 Te 一 ee =0. 


ch Es Q — ey 
所 以 
a é-1 
Dy (È PODE Dela") € Dn (8 A(m,n, n) - 


于 是 [L, L] C H{m,n, t). 

RZ, 设 Dula") € H(m,n,2), 则 (a,u) + (7, E). Æ a £ m, 则 存在 ie Yo, 使 
得 Da(zte+e0z*) e H(m,n,t). FE 

Du(s 2") = ofi) [Du(ele* 2"), Du(zv)| € [£, £]. 
E uZ E, WFE i€ Yi, (249 0 A Dalea") € Him, n, t). 则 
Du(2z") = —[Du(z:), Da (ss) € [Ł, 5]. 

所 以 H(m,n,t) © [L, L]; 因此 [5, £] = H(m, n, 2). J 

下 面 我 们 给 出 Kim, n d) 的 另 一 种 表述 方法 . 我 们 将 线性 映射 De 在 A(m,n,t) E 
的 限制 仍 记 为 Da, BI 


By : A(m,n,£) — K(m, n, £). 
设 f € ker Dr, 由 (2.15) RA 
(PN Dmi f) + o(@)De(f)) =0, Vie J. 
所 以 
Di(f) = -olijzuDm(f), Vie J. 
由 (2.16) RHM, 2f - Dy Dif) = 0, 于 是 


f= 7 Ladd = -3 D oWaiaeDm(f) = 0, 


“EJ ted 


因此 ker Dy, = 0, 故 Di 是 单 射 
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在 A(m,n,t) 中 定义 |, ] 运算 , 使 得 对 任意 的 fg EMm, nt), 有 
[f.9] = Del g) — Gm(f)g. 


由 引 理 2.12 41 
Dell) = [De(F), Deio]. 


(2.28) 


(2.29} 


注意 到 D, 是 单 射 , TETH Am, ni) 的 [ ，] 运算 满足 (1.0 与 (1.2) 式 , 从 
而 Alm,n, 台 是 一 个 李 超 代 教 .由 (2.29) RA, HEAR RR, Alan, f) & K(m,n, 2). 
我 们 将 A(m,n,t) 关于 (2.28) 式 定 义 的 李 超 代数 仍 记 为 Kim,n,t). 由 (2.20) 与 (2.17) 


式 可 知 ， 对 fg € K(m,n, £), 
[fg = Soo) MD y (Dil) 


tes 

+P oE NN) Ds (Fz Din (g) + 2fDm(9) 
ied 

+ Da) a ()esDm(F)Di(g) — 2D fg 
ieJ 


+ o- EO a(i Jo (i)z: Dml f)ar Dml) 


ieJ 


= (> -5 aan) Dmt{g) 


tel 
— (一 1)4004(9) (2 — > aida) Dml f) 
ted 


+ of@(-1)7 HN DPD (9). 


iEJ 


{2.30) 


命题 2.17 设 Kimni) = [L, L], RP L= K(m,n,t). Æ n-m -3 £0 (mod p), 


则 Kim, n, t) = L. Æ n-m-—3=0 (mod p}, M Kim, n, t) = pii AGn,n, tji 


证 明 Ë am Fam, W retr € L, Yue Bin) 于 是 2g" = [1 alate E€ 
K(m, Th, £). AA charF £ 2, 所 以 ol) gt € K({m,n, ê). 若 有 某 个 了 € Yo\{m}, 使 得 aj f Tijs 


则 cite" E L, Yue B(n). 故 


alj hea" = [zy atta] — (ap +1) ttre)" E Kim, n, t). 


Ë uz E, WEE j ev, E rt 40. 因此 
(—1) 7 9 gf) 9 = [zi 2° 252%] E K(m,n, £). 


综 上 知 , Bory Alm, n, th C Km, n, t). 
#4 n-m-—3 Z0 (mod p), 则 由 


(n—m ~3)e' = [Em, ztr)z5] E K(m,n, t) 
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知 ， K(m,n,t) =L= K(m, n, t)- 
F n-m-—3=0 (mod p), ER ea", 2x” € L, H (2.30) AA, [ai 2%, sP] = 
n+p, 其 中 


9 三 (2 lgt 一 2 eDi te (2 a) Din (2 2”) 
(1) dte”) (22% _ p> xD: (22) Dm Ge) 


ieJ 


p= DO OrrD (20) pe (20a). 


由 引 理 2.16 的 证 明知 , pE Dio Mm n th 直接 计算 知 . 


n= (2- È ai — l) (5 t8- en)a (atf-em) puge 


- (2 一 3 fi — m) s +8- e)a (atA-Em) gtg, 


=1 


若 glatb-emeugy = Xzlr)zB EP o Z A EE, W ath -emn =n, jul t+ |ol =n. A 
H jal + |8| = la + Al = Ir + eml 是 奇数 ,所 以 -al = in, 再 利用 同 余 式 


(3) = (-1)!®! (mod p), G) =(-1)"! (mod p) 


m-l 
= ( 一 Z Ti n) (一 Tray = —(n —m—3)(-1)!*!2 Maz" 
i=l 


可 推 得 


hyn —m—3 =0 (mod p) My = 0, 所 以 aF ¢ K(m,n,t). THEA K(m, mt) = 
BE Alm, n, t)i 口 

我 们 称 W(m, n t} S(m,n, i), Himn, n, t) 与 K(m,n,d) 为 有 限 维 Cartan 型 模 李 超 代 
数 ， 


第 二 章 单 性 与 导 子 超 代数 


在 第 一 章 , 我 们 定义 了 四 类 有 限 维 Cartan 型 李 超 代数 . 我 们 将 在 本 童 证 明 它 们 
是 单 李 超 代数 . 进而 确定 它们 的 导 子 超 代 数 . 在 本 童 中 , 我 们 设 基 域 F 的 特征 数 p 大 
于 3. 
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本 节 讨 论 四 类 Cartan 型 模 李 超 代 数 的 单 性 . 

引 理 1.1 B G= Orli 是 2- 阶 化 李 超 代数 ,并且 G-1 关 0. 设 I 是 G HAE 
零 理 想 , GATHER YH, 则 G CT. 

证 明 由 第 一 章 引 理 14 的 分 知 ,TnG-i 是 G 的 22- 阶 化 子 空间 . 从 而 TneG-i 
是 G 的 Zo- 阶 化 子 空间 , 进而 可 知 Fn G_i 是 G 的 Go- FR. 因为 6 RTA 
BY, 所 以 InG-i =0 REING =G. 

AG: = ia Gj, W%2>-1 若 InG-i=0, 则 存在 极 小 的 非 负 整数 m (EE ING, # 
0. FER ING, 的 一 个 非 零 元 素 z 可 设 = Diar HP r EGi. 由 INGn-1=0 
tn # 0. 因为 [GE Ga F eG] E I, A je, G-1] E 10 Gri =0. A 
此 [F ts, G1] = 0. FE V2 les, G-a = 0. 由 此 得 [eG] = 0, ¢=0,1,--- F 
别 地 , ge,G-i = 0. 此 与 G EERE, 所 以 In G- 40. MING = Gi, A 
而 G- cF 口 

在 本 节 中 , 我 们 用 WS H 与 K 分别 表示 有 限 维 Cartan 型 模 李 超 代数 Wm, n, t), 
S(m,n,t), H(m,n,t) 与 K(m,n,2), 这 里 m,n e N) 利用 第 一 章 的 结果 , 分 别 验证 
可 知 , W,S,H 与 K 有 如 下 的 Z 阶 化 , 使 得 它们 是 z 阶 化 李 超 代数 : W = OE? W, 
其 中 £ := DL Ti +n, 


W; = spang{s 2"D;|\a| +lul=i+1, 7 EY}. 
$= 87,8, 其 中 
S; = spanp{Di;(2'a")||a| + [uj =i1+2, 7 €Y} 
H=@§", H, 其 中 ; 
H; = spang{Du(2)2*)||a| + [ul =i + 2}. 
K= P- K;, 其 中 
Ki = spanp{a 2" |a] + am + |u| = i+ 2}. 


Ë n-m-3 # {mod p), 则 A=£4%m—2; # n-m -3 = mod p), WA=E+an —3. 
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易 见 W = 5-1 = H = spanp{D; | i € Yk K-2 = F1, K-1 = spanp{z; | i € 
Y\{m}}. 

命题 1.2 W 是 单 李 超 代数 . 

证 明 ER D = Ei fiDi; e Wa, 其 中 ke No. GF [DW] =0, Ni 


B jp. — (CDCaradorGDi( 有 Di =0. 
圳 Dy(fi) = 0, Yj e Y. FH fi E Alm, n, tjo N Aln, n, tr = 0, Vie Y, TLA D=0, A 
此 W 是 可 迁 的 . 

G M 是 Wo- RW 的 非 零 子 模 Ho Tt aiDi e M, 其 中 ao: € F. 又 
设 o 关 0 W [zi;Dy, Di aD] = -orDi € M. 所 以 Dye M. IER i € Y, RI [xjDi,D;|= 
—(-1)CO+ OOD, e M. WD, € M, Yi c Y, MA M =W-_i. 所 以 W 是 不 可 约 的 . 

设 1 是 区 的 任 一 非 零 理想 , 由 引 理 1.1 知 , Wa cr. FD: CH, wey. 

(i) Hc a“D; e W, ER j EY, (œu) 4 (2, E£), B= (mt+1,m4+2,-:-,8). Baa 
(a eamh u = fi, he). O B= aw o Yi e Yo. Bev = thi: fe) © Bln), 使 
得 {us} Ufo} =", {ul n{v} =e. I 


o%e"Ds = A (ñ apa“) (11 mb, (z™2"D;) 
其 中 X=1 或 -1. AH W CE 所 以 上 式 右边 为 了 中 元 素 . 故 eD EI. 
Gi) 由 G) 知 , 2" 2F Dy e I, Vie Y\{1}. 所 以 
r™g"D; = [zp], ze eesD;| El. 


设 keY\{1}, 则 
rgEDI = [z2"De, zxD1| el, 
所 以 I=W. 因此 w 是 单 李 超 代数 . 口 
为 方便 , 我 们 先 给 出 下 一 个 命题 所 需要 的 运算 等 式 . 由 第 一 章 引 理 2.8 知 


Daf) = (1) OM D (ADs (DOD; (ND (1.1) 
其 中 i7eY. AUDA. 第 一 音 (2.4) 式 与 等 式 DD = (-1)" ODD, 可 推 得 
[Dr Dat A] = (-1)" OP Ds (DE) Vhsj EY. (1.2} 


命题 1.3 8 是 单 李 超 代 数 ， 

W HER D = Duif) E Sr, IEF k E No, Wl f E A(myn, theyre. Æ [D,S8-1] = 0, 
则 (S-1,D] = 0. # [D,Di(f)] = 0, vee Y. (1.2) RA, Dalf) =0 vic Y. F 
是 Di(f) € A(m,n,t)o, Vie Y. 由 此 得 F E Alm, n, t) Alm, n, try = 0, FEZ, D =0. 
因此 , S 是 可 迁 的 . 


28. B-E BESS TARE 


设 M 是 So- 模 S_1 HERTA BTL aD 是 M 中 任 一 个 非 零 元 素 , 其 
中 aieF. 可 设 aj 关 0. 令 ireY\{j), HE ir, W D = (-1)77" OD, 4 (apt) € So. 
由 于 
|en $ an| = (TOCH De M, 


所 以 D: € M. FEHR k € Yi 则 aD, € So. 于 是 [e:D Di] © M. 由 此 知 De € M, 从 
T M =S.1. KS ÆTTA. 

设 1 是 8 的 任 一 个 非 零 理 想 , KiE I =S. 

(a) ER a = (oa ,am)€ Alm,t) Fo u= (i i) € B(n), 并 HL (a,u) # (m, E). 
4> Ay =m — ai VEE Yo. Hiv = (ine de) € Bin), EB {u} U fv} = Y, {u}n{v} =o. 
利用 (1.2) 式 可 算得 


Da (2 2") =X (en) (11 sans ) (Ds (ez5)】 . 


HIE 11 知 Ds (2x*) eT. 
(b) 我 们 证 明 Duler!) € 1, Wij EY. 
若 iJ € Yi, 则 有 
(1 + 6:;)Di;(22") = [Dis (Pax), Dy (s "55)|. 
由 (a) 知 , EAA POOR, 所 以 Dyle?) er 因为 
Dye (2x8) = —(-1y OU OHO, (gn), 
所 以 Dy (2 2*) el. 
车 ije Yo, 取 ke ys, M 
Diy (rF) = - [Dj (202), Das (ze ez 引 | ef, 
相仿 可 证 得 ， %ieh jen, CE Dy(2™ 2”) el. 
综合 (a) 与 (b) 知 , T= 5. MS 是 单 李 超 代数 . 0o 
下 面 考察 李 超 代数 H. 利用 第 一 章 (2.26) A, 可 得 到 H 中 的 如 下 等 式 
[Di Du(f)] = Da (D(f) Vier. (1.3) 
命题 1.4 HH 是 单 李 超 代数 . 
证 明 相仿 于 命题 1.3 中 8 的 可 迁 性 与 不 可 约 性 的 证 明 , 可 以 证 得 Z 阶 化 李 超 
代数 五 也 是 可 迁 的 与 不 可 约 的 . 设 I 是 HH 的 任 一 非 零 理想 . 我 们 知道 , H = ei? Hi. 
(i) F i< €—3, FER Du(s x“) € Hi, 则 存在 je Yo 使 得 Dfzte+sf)z*) cH, 或 者 
存在 于 < 五 使 得 0 关 Da(ze)ziz*) € H. 对 于 前 一 情形 , 由 (1.3) 式 与 引 理 1.1 知 


Du(2™s*) = |Dj, Du(xtx")] € 7; 
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对 于 后 一 傅 形 , 则 有 
Da(22*) = [Ds, Du(2ay2")| € 1. 
(ii) Hue Bin), ie {fu}, MEM u- (i) = w € Bim), HB {w} = {u}. W 
He-s = spanp{ DH (zz*) | la] + |u| = € —1} 
= spanp{ Du (1g), Da(s2®—™) | jc Yo, KEN}. 
直接 计算 知 
-o(})Du(s 2") = [Du (ales te), Du ("9-49 2*)]. 
因此 , 由 G) 知 , Da(a"-* 2”) E I, vi e Yo. 
H Lj € Yo, 1 天 于 则 对 任意 ke Yı, 有 
Du (ra) 一 [pa(crruze)， Dn (ze025)]. 
AO) 知 , Da(e™2?—™) e 7. 于 是 He ac 由 站 与 人 好) 知 , 工 =H. 所 以 也 是 单 李 超 
AK o 


命题 1.5 K 是 单 李 超 代数 . 
证 明 设 了 是 李 超 代数 K 的 任 一 非 零 理想 . Reel, f 关 0. 可 设 


f= foam) + em em t+ 


其 中 fo #0, FFA Dya( fi) =0,7=0,1,--- „k. 
由 于 2 fo = (adi)*(f) € 1, Wt fo eI. FER 7 € Yo, WA 
adz; (fo) = (17 OaD) eI. 
连续 用 adep 作用 于 fo, 则 可 获得 go € I, 90 £0, IFA Dlgo) =0, D;(go) = 0, 7 € Yo. 
任 取 je Yi, 用 ada; 作用 于 go, 则 可 得 到 ho € I, ho #0, HHH Dj (ho) = 0, jeY 由 此 
Wiles. 


ER j e Y, 因为 [1,zmz;] € I, 故 2z; € I PE reh [1 s2] < 7, 可 
得 om € L FER ca € K, Ë uZ E, MTE j Erau FE ajc" £0, HFA 


[2;, a) 252%] =r" € I, 


从 而 cx" < 1. 
B u= E. FB am < Tm — 1, 则 


20g" = f1, gatem) oF) El 
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因此 ra" e 工 设 am = am — 1, 如果 有 je Yo, E ay < aj, WM atst EK, 于 是 
r gE 一 2-1 (1, glotem) gE] es; 


设 oo = nm —1, az = mj, Yj E€ Yo\{m}, M 2a? = geg”, 


G n—m—3=0 (modp}, AF 
[zm, 22") = [gm, 2 2*) 


一 A T En gF _ (ammas — D rD; (2af) 
ieY\{m} 
= (m-n — dr 2” 


= 2g En) gE, 


知 zm) cr AIR =K. 
Ë n—m—3¥0 (modp), W rrF ck. 于 是 git emi = 2-11, zF] el. 由 


[tm, sa] = (n-m -3j 2" 


可 知 , rF e r 因此 也 有 了 = K. 综 上 知 K 是 单 李 超 代数 o 


§2 导 子 超 代 数 的 Z- 阶 化 


我 们 先 回 忆 导 子 的 定义 . 设 工 是 李 超 代数 , D epl), 其 中 9 < Zz, Are 
hg(L}, ye L, WA 
Di[z, yl) = [D(z),4] + (—1) e, D(y)], 
那么 , 我 们 称 D Æ LA Z- KAA o 的 导 子 . 令 Dero(L) 表示 五 的 所 有 的 Z- 次 数 
为 9 的 导 子 的 集合 , 则 称 李 超 代数 


Der (L) = Derg(£) ® DerT(L) 


为 工 的 导 子 超 代数 , 称 Der(L) 中 的 元 素 为 工 的 超 导 子 , 简称 为 工 的 导 子 . 

本 节 仍 用 W, 8, 了 与 区 分 别 表示 李 超 代数 W (m, n, t) S(m,n,t), Hmn, t) 5 K(m,n, 
i), FEB m,n > 1. 本 节 将 讨论 w, 8 与 u 的 导 子 超 代 数 的 Z- 阶 化 及 其 相关 性 质 . 
令 工 表示 李 超 代数 W, SEH. H514, L= OL bs AZ ORR YL = w, 
S 与 时 , 分 别 为 一 1,£ 一 2 与 一 3. 设 tezZ, 令 


Der s(L) := {@ € Der (LJL) © Leas, Yi € Z}. 


引 理 2.1 Der(L) = Diez Dere(L). 从 而 , Der (L) 是 Z- 阶 化 李 超 代数 . 
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证 明 AN [Der.(L), Derk(D] © Deresa(L), tk € 2 所 以 我 们 只 证 Der(L) = 
Diez Dere(L). 显然 iez Dere(L) C Der (站 ,下 面 证 明 友 包含 关系 成 立 , 

设 -1<i<》 令 pri: 工 一 工 是 投影 怠 射 , 使 得 对 任意 z=z-i+zo+-…+zx 其 
中 x; e Li HA prl) =r. 显然 , ABR id =D pr. ER ge Der(L), WA 


à a A 
$= (£ pn.) (> P| = 2 (pr)g(pr) 
易 见 
(pri)$(pry) € pl,_ (LZ) := {6 E€ PLH Le) C Li-j+e, Yk € Z}, 

所 以 we Biez Ph (L). 于 是 

Der (1) € Deezpl(D). (2.1) 
TER ¢ € Der(L). H (77) RAR ¢ = Puez ón HP & € pl,(L). Ray SL PH Z 
齐 次 元 素 , 则 有 

了 >， alev) 


= (£ a) ({z, yl) 


tEZ 


= (lz, yl) 


= [o(x), y] + (-1)8O fa, Aly) 


一 B sea + (—1) este) l, > eta 


tez te 


=F (0:0), 9] + (-1)° fa, be(y)]) ， 
tez 


所 以 
pilie yl) = (bela), y) + (1) n, pety). 

于 是 办 E Der(L}Npl,(L) = Der(1) 因此 $e iez Ders(Z). 这 就 证 明了 Der(L) e 
Bez Dere{L). 0 

因为 工 是 有 限 维 的 , 故 De(L) 也 是 有 限 维 的 , 因此 非 零 的 Der. (L) 也 只 能 是 有 
限 个 . 故 存在 非 负 整数 " a 使 得 Der (站 = l, Der:(Z). 

由 于 Der (已 是 多 阶 化 的 李 超 代数 , 所 以 欲 确 定 Der (L), 只 需 确定 出 每 个 Ze 阶 
化 空间 Der:( 石 )， 

引 理 22 it z € Lay € L, 6 € hg( Der(L)). Hr = p, RH (adc) = ady, 
则 oy) = (ad z) gz). 

证 明 {ER ze L, 直接 验证 可 知 [$, ady](z) = ad o(y)(z), 所 以 ad ply) = [¢, ady]. 
因此 有 


ad é(y) = (¢, ady] = WB, (ad xy] 
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= [(adz)",¢] 
= [ad x,[adz,--- ,[ad 2, ¢]---]] 
Sr er 
了 个 
= fad z,- [ad z, add(x}}---] 
— mm 
r-14 


ad |z, --- (2, @{2)]---] 
ad ((ad.z)"~"6(z)). 


因为 工 是 单 李 超 代数 , 所 以 工 的 中 心 是 零 . 因此 py) = (ade) e) o 

定义 2.3 it fe Amni). Hie Yo MH, # DMF) = 0, MH f Æ zi- RKB; 
4 icy 时, Æ Dif) =0, WAR f A zi- RAW. 

fER ie Y, > m: Amn t) — Alm, n, i) ERE, 使 得 


(a) getere Bie Yb, 
mh (PP) := 
aan, Bien. 


Gate: ¢ A(m,t) 时 , 约定 oft) = 0. 以 下 引 理 是 显然 的 . 

引 理 2.4 以 下 结论 成 主 . 

(i) gE A(mn,t) A zi- RAH, HP iCY, MM Din(g) =g. 

(Ding = (-1) "yD, RE ij, LF EY. 

命题 2.5 设 91,92,:-- 9h E Amn, t) dF g Æ n- RAH, i = 1,---,k, 并 
E Digs) = (D7 Dg), 1 < ij Sk, 则 存在 9 © Amn t) 使 得 Dig) = gi, 
i=l, k. 

证 明 对 用 归纳 法 证 明 命 题 成 立 . F k= 1, Fo = mi), 由 引 理 24 的 G), 
Di(g) = Dim (gi) = gi, 故此 时 命题 成 立 . 

假设 六 > 2, 并 且 对 一 1 命题 结论 成 立 . WEE f E Alm, nt), W Dif) = gi 
i=1,---,kK-L 令 g: 一 了 tr(gx —De(f)). 由 引 理 2.4 的 i), A 


Di(g) = gi + Dat (ge — De(F)) 
= gi + (-1)7*)" ay, (Dilar) — DDr fY) 
= gi + CD OO ne (1) Da Gs) — (ODD) 
= Fis 
其 中 i=1,…,k 一 1. AW gr- D(f) 是 zx- BRB, 由 引 理 24 的 站 知 


De(g) =Du (f + m (gx ~ De(F))) 
=D, (f) + Dee (ge — Di(f)) 
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=Dz(f) + gx — Delf) = ge. 


归纳 法 完成 a 

为 证 下 一 个 命题 , 我 们 需要 用 到 W- 在 W 中 的 中 心 化 子 Cw(W-1) := {zeW | 
[z, W_1] = 0}. 我们 断言 Cw(W-1) = W-1. 事实 上 , W- C Cw(W_1) 是 显然 的 . RZ, 
IER y E Cw(W1), Wy =O, AD. Ay, W-1] = (W-s, 9], A (Di, 22, AD] = 0, 
Yhk EY, 所 以 Dx(fi) = 0, Yk;i € Y, BO EF, vie Y, Ah ye Wi. TE, Cw(W_1})C 
Wi, 我 们 的 断言 成 立 . 

命题 2.6 i oe Ders(L),t>0, MAA y € Norw(L) := {2 EW | (2, L] CL}, #& 
得 = ady|,. 

证 明 分 以 下 几 步 证 明 本 命题 . 

1) 设 (Dr) = 302, jsDi Yk E Y. AH pDr, D) = 0, 所 以 


(ADs), Di] + (-1)9”"™ Dy, HDi) =0. 


因此 
È FigD;, >| + (—1) ("ee) [ps D fuD:| = 0. 
于 是 , 
> (utr, fa) — (-1 a+) Bp, fa)) D: =0. 
易 见 
dlp) + r(k) = (fin) + Ti). (2.2) 
所 以 
(1%), fa) _ (-1) 84 OOD, Fin) =Q. 
于 是 


Da (pO fa) — Gyr OD, (AA FY). (2.3) 

PÈ k € Yo, Wl (ad D,)"*** = 0. 由 引 理 2.2 Bl, (ad Dy)™*(¢{Dz)}) = 0, ATEA (ad De)™ 

(Si fieDi) = 0. 从 而 Eia Di (i) Di = 0. A Di" (fi) =O , Vie Y, BD fin 是 rr- 

BEM, vk € Yo. Hk e Vi, H k RF (2.3) 式 中 的 可 推 得 Delfi) = 0, Vie Y. 于 
是 fir 是 Tk- B&H, Whe Yi. 由 命题 2.5 知 ， 存在 Ge A(m, nt), 使 得 

Dilg) = (CUA fe, Vik EY. (2.4) 


2) 由 (2.4) AM, d(gs) +T(k) = d( fin). 再 由 (2.2) 式 知 dig) = digi) + (2), Yi € Y. 
42 =- SL aD... 由 (2.4) 式 知 


[z, Da] = - [Eanan = Yn leoo) OD, gp, 
i=1 


4 一 1 
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= 37-1)" Di (gD = SfxD: = (Dk), Whey. 
f=1 i=l 

因为 ew = 伸 红 _， Wi, 故 可 设 z = Té zi 其 中 z e Wi. 因为 zd(4Dh) = 
2d(9) + 24(Da) = 上 一 1 ( 见 第 一 章 定 义 1.15), 所 以 pDr) E Le E Wi-1. 由 于 


PDE) = [z, Dy] = > la Dil, Wk E Y, 
所 以 (De) = [ze Da}, Yk E Y. & y = z, DU O(De) = ady(Dy), VR EY. & p= 9 - ady, 
则 w(L-1) = 0. BAR YL) C Wir, 其 中 了 > 一 1. 

3) FEX ; 用 归纳 法 证 明 pil) =0, 7 > -1. 

由 外 知 W{L-1) =0. j >o PM [L Lj] S L-i. 由 归纳 假设 知 , ilL- L) = 
{Ly-1) = 0. 于 是 (L-1, VL] = 0, 即 [Wv] = 0 从 而 有 WE E Cw(W-1). 
因为 Cw(W_1) = Wa, 所 以 (Li) C Wo. (Ls) C WinWeti. Bett 7g > 
A w(L;) = 0. 归纳 法 完成 . 

出 引 知 wz)=0. 随 之 有 (8 一 ady)(L)=0. A d= adylj. 0 

引 理 2.7 4+ oe Der(L),yeL. & fy. Dil =y, Vie Y. 如 采 $(Di) = oy) = 
0, Vie Y, 则 d(y} € L-1. 

证 明 设 wy) = Din De HP fe E Alm, nt). HEA, olly, Dil) = plu) = 0, BF 
以 

lpia), Di] + (-1)° 4 fy, pD = 0. 
由 于 o(Di) = 0, 故 [6(y), Di] = 0. 于 是 [Ei feDe, Di] = 0. 由 此 可 得 Di(f)=0 Vi e 
Y. Mf EF, Vk e Y; Alb p(y} e€ L- oO 

引 理 2.8 4 ġe Deri(L), AP tEZ. R gL) =0, RP jf =—-1,0,--- k, k> -1. 
Æ k+t> -1 则 由 =0. 

WA Ujk 对 5 用 归纳 法 证 明 pL) = 0. BEH gol) =0. 7 >. fE 
取 ye Li By D] = yovi E Y, Wy c IK-1， 由 归纳 假设 dy) = 0Y e Y. 由 
于 o(Di) = 0,vi € Y, 由 引 理 2.7 可 推 得 oy) e Li. 因为 +t>k+t> 一 1 所 
以 gly) € L- N Lj = 0, AM eL) = 0 归纳 法 完成 . 由 于 Li) = 0,5 > -1, 所 
VA dL) =0. 这 就 证 明了 $=0。 a 

我 们 知道 Der (L) = Der g(L) © Derr(L), KH L= W,$ 或 H Hie Yo, I) adD;e 
Der 5(L). 所 以 

(ad DXi, yj) = [( ad Da)(z),y + fz, (ad Di)(y)], 


其 中 eyel. hr ZEY, H Leibniz AX, 有 


k 
(9d Dy)*([e, ul) = 5 (5) [( ed Dy)*~*(2), (ad Dy) (o) (2.5) 


j=0 
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E k=p", 由 (2.5) RB 
(ad Dj)?” (a, yl) = [( ad Di)” (x), y) + fa, (ad D:)”” (y)], 


所 以 (ad Di)? € Derg(Z). 
Mr >t, ER Am, n t 的 元 素 ce", MA 


(ad Ds)?" (a 2"Dj) = (DF (a 2"))D} =0, WEY. 


因此 (adba =0. 于 是 有 以 下 命题 . 
命题 2.9 设 ie 苞 ,r 是 任意 的 正 整 数 ， 则 (adDi)j?” € Derg(L); 车 > > tis 
则 (adDij> =0. 


83 W 与 8 的 导 子 超 代 数 | 


在 本 节 中 , 我 们 将 确定 W 与 9 的 导 子 超 代 数 . 首先 讨论 李 超 代数 W 的 导 子 超 
代数 . 由 命题 2.6 我 们 立即 可 得 以 下 命题 . 

命题 3.1 车 1>0 WM Der,(W) = ad W. 

命题 3.2 Der_i(W}= adW |. 

证 明 设 pe Der _1(W), M (Wo) C Wi. 故 可 设 V(xiDj) = Ei ar Dr HF a € 
F. k,l € Yi jh 并 且 wzeD0 = Di, De. 将 5 作用 于 等 式 [e:D rD] = 0, 可 
得 ax = 0. MR o(x:D;) = aiDi + aD; 同 理 可 知 和 ziDx) = dD. + 内 De HarD) = 
heDs + hyDy, 其 中 di,dx, hr,hy E F. 和 将 o 作用 于 等 式 [2:Dr tD] = xD; ix 大 可 
得 ai = 0. RK 8(zDj) = ayDy,ay E F. 特别 地 , 可 设 WziDt = Dainis 1,2,--- ,8 一 
1, ci€EF, %(zsDi) = 6D. $ y=- eadDi, Wl 


P(x Dizi) = ofz,D1} = 6, i= 1,2,- ;3 一 1, 


设 WziDi = VL nD, 将 间作 用 于 等 式 [5iDi,ziD;] = eDi 其 中 ?六 可 得 mr = 
0, WEY. W (zwDi) = 0,Yi e Y. 因为 Wo 是 由 {ziDinzsDi|i=12 ,8 一 TU 
{ziDi | ie Y} 生成 的 , 所 以 WwWo) =0. 由 引 理 2.8 知 风 =0, 故 ge adW. OO 

命题 3.3 HT = (cD, |O<k om, ie Ye, FEY}, M={aeD,|icnu, je 
Y} ATUM EA W. 

证 明 TUM 生成 的 W 的 子 代 教 为 9. 

1) 我 们 证 明 cD, e Q. 为 此 , X t ABAE matete) eQ Beal 
Ao ID ETCQ. Ht> 1. 假设 zs tn-lcc0Di eg, 因为 


ge Dy = [sD gD] EQ, 


所 以 


gimeite teen — Dlme tm) glitz D] EQ. 
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这 就 完成 了 归纳 法 , TETI D € Q. . 
2) KiE zD: € Q. 为 此 , 对 用 归纳 法 证 明 zm+1… zmrkD1 EQ H k= 1 时 ， 
tm+i1D1€ MOQ. Bk > 1. BU tmy zmix_iDi CQ. 因为 


TrizZmHkDi = [Em4 D1, 27 Di] € Q, 


所 以 
Emte Emh Di = [tmri Em4 D1, T1272m+xD1] E Q. 
归纳 法 完成 , 于 是 可 知 sD € Q. 
3) 我 们 证 明 o 2" D, € Q, Yi € Y. 对 任意 7 € Yo. 由 2) 知 , aie" D; = Da Dj] 
cQ. 若 了 E YU}, B DA, zz2Di = MDD] < Q. BR zx)z2Di = 
27 (2D, , a2 ® Die Q. ER evn, MA 


ztmzeDi = [2 2” D1, viDy] EQ. 


4) X$ t= (z| +12) — (lor) + lu) 用 归纳 法 证 明 st)z*Di CQ, RH FEY. 
Ate = 06, 83) Mrs", eg Heri. F lol < lr, WEE k c Yo, E 
得 olata" e A(m,n,t). 由 归纳 假设 知 oF 2"D, € Q. 从 而 


et" Ds = [Dr 2 tt" D;] EQ. 


F jal = (m1, W [ul < |El. 故 存在 ke Yi, Ë ee" 40. 由 归纳 假设 知 rrer" D; EQ, 
所 以 
zto)zvD; 一 [Da, s Pes" D] EQ. 
归纳 法 完成 . 4) A Q=W, TUM 生成 W. oO 
引 理 3.4 de Der_.(W),t>1. ¥ o(xD;) = 0, vie Yo, FEY, MG =0. 
证 明 Ae < t-1, MW -t+(R-1) < -2 于 是 O(ePDs) E Wg- 
= 0. HEA g(2D;) = 0. wk >t. 对 用 归纳 法 证 明 pD) = 0. AA 
纳 假 设 d(2*-YD,) = 0. 显然 (Dr) = 0YLEY. 因为 


[eD Di] 一 -u(y OO ghA—Yedyy 


所 以 ,由 引 理 327 知 glat) E W- Ak > t, W —-t+(k-1) > -1. FFE (2 D,) € 
W-1 NW- = 0,Vi E Yo, JEY. BR gziD;) E W- = 0,Vi,7 CY. 由 命题 3.3 
知 6(W) =0, 从 而 ¢ =0. Oo 

命题 3.5 设 t>1. $RAALBS k, RH t= pt, A] Der _.(W) =0. 

证 明 tk pe Der _.(W), WIE 6 = 0. 我 们 分 以 下 两 种 情形 讨论 . 

(i) t #0 (mod p). HUA gzte0Di) € Wa, 故 可 设 gD) = Si, ad, 其 
Ha, EF. BAR oWo) CW = 0. FERRE YVG 将 作用 于 等 式 je Dy, Dmt) = 
0, 可 知 a, = 0. 于 是 o(e"D,) = asDy, a; € È. 
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Hits, Ho AFEA (cD; rD] = trt D, 可 得 taD; —0. Ma; =9, 
从 而 pat) = 0. 

Eisg Hio PATER e", rD) = 1+e)2D;, 可 得 tayD; = 0. Ma; = 
0, 从 而 o(2D,) = 0. 由 引 理 34 知 $=0. 

(ii) t = 0 (mod p). Ft BM p-adic 数 的 形式 上 = Di ap, 其 中 or 40. 因为 上 不 
E p (IER, 所 以 , 若 al =--- =90,-1=0, Ma > 1. 从 而 可 知 


t É 
@ #0 (mod p), (p E | =0 (mod p). 


考察 Z KA (aC ,) = g(a VOD) = 0. Sieg Bt, HE o PATER 


[ar eop, gO"p,] = 的 gD, 
pr 


可 知 HD) = 0. 4i=z iN, 同 理 将 4 作用 于 等 式 


((t—p TD)D, rp ej) | 一 t _fé (tej)n. 
[= j£ D; (A 1 pr 卫 D; 
EN tes 
=> (5) z“ PD, 


可 知 (2) D,;) =0. 由 引 理 34 知 8g=0. n 
命题 3.6 设 t=p", KP r>o. A 


Der _,(W) = spanp{( ad D,)* | i € Yo}. 


证 明 Hoce Der _.(W). HF 2d(p(x"O'D,)) = (—t)+-(t—1) = —1, BOAT HE pit D,) 
= ME, MD 其 中 ie Ys, awe Fk. OE Yi}. Ho HEARTS eD, zD] = 0, 
可 得 ay = 0. 于 是 有 (cD) = anD, Vie Yo. $ y = 6 - NM, auladD,)', 
则 wD, = 0, vi e Yo. 利用 等 式 zeo0Di = eD, mD, 可 得 plat D) = 0, 
HP j eyyi) lB 3.4 A y =0, FE 6 = OM, aal ad D,)* € spany{( ad D,)* |ie 
Yo}- 口 

由 命题 3.1, 3.2, 3.5, 3.6 与 命题 2.9 可 得 以 下 定理 ， 

定理 3.7 Der(W) = ad W @ spane{( ad Di)?" | 4 € Yo,1 < hi < ty}. 

下 面 讨论 5 的 导 子 超 代 数 . AA MAER div: W 一 A(m, n, t), (879 div(fD:) 
= (-1)94D,(f), vf E hg(A(m,n, 8), vic Y. 我 们 称 div 为 发 散 映 射 . 

引 理 3.8 设 DDeWoe,HeW,, 其 中 6,peZo. 则 


div([D, H]) = D{div H) — (—1)° H (div D). {3.1} 
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证 明 AA div 是 线性 映射 , 所 以 不 妨 设 D = fD, H = gD; PE d(f) = 04+ 
ri), d(9) = +7). BRITA, WA 


div([fD:, gD;}) 

= div(fDi(g)D; — (—1)*gDj(f)Ds) 

= (-1)7 +447 GD f Dilg) — (1 etre +r Di (gD (F)) 

= (-1)7)9+7et TOD. Dlg) + (-1) Petr +D FH Dilg) 
{1j rtrt rD (DF) 
(1 REDS trO ADO DD; (f) 

= (—1)7 Gt Get NDAFID (9) + (-1)7#+7@) FD Dig) 
(IETA HAAD (FDi(g) — (~1)8# 478 tO) gD Dil f) 

= FD4((—1)" POD (g)) — (D gD, ((-1) OP" Cf) 

= fD:(div(gD;)) ~ (—1)9Dj(div(£D,)) 

= DidivH) —(-1)*H(divD). O 


&S8= {De W|divD = 0). 由 引 理 3.8 HS WARE. 
Jj 3.9 (1) 8 是 李 超 代数 S HEM. 
(2) $= S(m,n;t) ® p> F. gomed. 
证 明 (1) 由 第 - 章 引 下 2.5 的 2) 知 , 对 任意 f € he(A(m,n,b)), 有 


div (Dy (f)) 
= div (1y D PD, — (CYA fDi) 
= (18) (DDL) - (1) HDDAN)) 
= (1 VOD, DAS) 
=0. 


所 以 Duth) e5, ATI SEs. 
设 fDi gD; E5, 其 中 fg € hg(Alm,n,t)) 则 Di(f) =0, Dilg) = 0. 从 而 
Di;(fg) 
= CIOD (FpD; 一 (-1)8¢9O@+7OND, (fo)D: 
= (一 OCDE fDi (D; — (DOD (p, (f)}gDi 
= (—1) ENGA (f(Di(9)D; _ (-1)2/)46») 9(D;(f))Ds) 
= (1Y OCHD | FD, gD). 


所 以 
[FDs, Dg] = (1 OPM D (Fg). 
于 是 可 知 5,5) CS. 因为 Sc 5 所 以 [8,5] CS. 这 就 证 明了 8 是 5 的 理想 
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(2) 令 
V =S(m,n;t)+ > Fe alt rED,. 


PE SERATHHE V = S(m,n;t). BIR, V CS. H TERS CV, RT PES LIE. 
(a) F k e Yo Ao, —0, W key Hkg {u}, H rMr"Di € V. 
先 考虑 ke Yo H ar =0 的 情形 . EIEN i £ kH us 已 有 am =m, W eas D = 
alre) ED E V. 否则 ,存在 ;ie Yo, MUE i A k Moi < mo 或 存在 je 五 ,满足 了 中 {u}. 
随 之 ， 


spr Dy = Dis (aeta) ev 
或 
zg Dy, = Dir (cat) EV. 
再 考虑 ke Yi 且 k 4 {u} 的 情形 . 由 De 的 定义 , 我 们 有 
Ka De = ADs (2%) er 
(b) 对 ke YOUN, 我 们 断言 : 
s sD = (117 00 D, (atte) D: (med V), 
这 里 ie Yo, E ai < mi 以 及 
2Mn"D, = (—1)7 +(e) Tala") Dy (ant) D; (mod V), 
XE jey Hig {u}. 
事实 上 , 上 面 的 断言 是 下 面 两 等 式 的 直接 结果 : 
Des (242) =D, (s+ 2") Dy 
L (= 1) HE) Dp; 
Dej (eat) =(-1)") Dy (cat) D; 


~ (yr HeH) pgp, 


REE 


q 
D = » Y (a,u, ie) eE" Din E S(m,n;t), 
k=1 a€ A(m:;t) 
ve B(n) 


XB y(u ie) €F, a € A(m;t) u € B (n). 我 们 将 对 9g FAME DEV. 
@q=1,D=5. y (a,u, i) se D, NO 


0 = div (D) = Y (DH 4 (a, u, i1) Da (z) . 


r,t 
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所 以 , $i e Yo Ho, 2 ei A, Min eu Aa c {u} Of, yawi) = 0. 故 由 (a) 
Dev. 
设 g>2. 由 (a) 我 们 可 以 假设 


D= Ss (a, u ig) Di, + > qla u, irja eDi. 


iE Yo tpEY1 
fip San iz {u} 
X ig © Yo BY, H (b) E 
D = > (—1)7Gx)4C2") y (a, t te) Di, (staat) Di, 
iqgF¥igEYOUYL 
Zig ~™ig 


十 ` y (a, u ia) te Di 


Eig ann 


+ > y (ce, U, ix) To Da, (mod V). 


ig#ipEYQuYy 
Sig “Tig 


E, = > (—1)" al") ¥ (a, u, te) Di (alatti Ja") Di, 
ig#ipe YUY] 
Big Eig 
+ + (a, u, ig) zo Di ， 


fig EAEN 


9 a 各 
五 2 = > "y (a,u ix) 2 ds Dig- 
ig#tpe¥Quyy 
Pig™ ig 


那么 div{ E1) +div(B2) = div(D) = 0, 这 里 
dv (BE)= P (EOE AE 4 (0, usa) Ds, (22%) 
ig tt, EYgQUYI 
Mig Tig 
+ > Y (a, u, tg) ze) a, 


fig Sata 


div(E2)= Ya y (0, u, ir) Di (2 2") , 
tqtik ei “ Yı 
注意 div (E1) 中 ze 的 指数 小 于 ni, 而 div (22) 中 相应 的 指数 等 于 m, 因此 , div (£1) = 
div (Zo) = 0. 由 归纳 假设 , 有 E, Ez € V, Mil Dev. 
对 于 is EY 的 情形 , 我 们 略 去 同样 的 讨论 . 因而 有 V = 5. 下 面 我 们 证 明 : 


V =S(m,n;t)+ > F- gi) g2 Dy, 


teYo 
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REA. 设 


E vlami j) Dy (10) + E yQa™2"D, = 0, 


a,u, i,j iE Yo 


这 里 yia, uw ij) EF, y(i) EF. 注意 Da = 0 HER ie 巧 . 上 面 的 等 式 两 边 分 别 作用 
fea 上 ,其 中 !e vo, WA 


?人 git ene E > F- plot gp 十 > F 6) 24-43), 


iE Yp xt GEN; 
随 之 , 对 任意 ie Yo, Ay) =0. KIA TRA. o 
为 计算 方便 , 下 面 的 引 理 列 出 s 中 的 几 个 运算 公式 ， 
引 理 3.10 下 列 公 式 成 立 : 
1) Da(f) =0,¥i € Yo; 
Dalf) = —2Di(f)Di, Vt € Yı; 
Dy: = —(-1 SIEM D+ NID, (f), vi, cY. 
2) [De, Day(f)] = (1V H O Du (De(f)), Yk, i j € Y. 
3) [Di(f), Dis(g)] 
=(- LOHTA 4+T OMA D | (D, (F)Bi(g)) 


< 


—{— OTHE DD, (D:( ADi (g)) 
{17 OF ACOH DD (f)Dx(9)} 


+(-1)7 OTH +O OD (Dit f)Di(g)). 


证 明 利用 (1.1) 式 直接 验证 可 得 1) 中 各 等 式 . 2) 中 的 等 式 就 是 §1 的 (1.2) 式 . 
利用 (1.1) 式 与 第 一 章 引 理 2.8( 令 第 一 章 引 理 2.8 PAY t, tari 与 ra AAA i j,k E 1), 
直接 计算 可 得 3). o 

引 理 3.11 i he = zxDr, KEY, Bl hy € Norw(S). 

证 明 只 需 证 对 任意 De; (2' 2"), HA [he Duar € S. 我 们 分 情况 讨论 . 

(a) kE Yo. Æ 4j € Yo, M 

[hes D(z") 
= (TeDe, 2 VoD)] 一 [teDe, zope Ds] 
= (ce — bky — ki) TEO 2" Dy 一 (ok — bps — Spy) ate D 
= (ak 一 Ski 一 kDa (x x*) E 8. 


Æ ij eY, 则 可 算得 


[hws, Di; (1) = —20k Dij (al 2%) ES. 
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HB ieyege Vi, W 
[has Dij (2 Pr") = (ar — kD (2a) € S. 
A ie ,je Yo, W31% 3.10 的 1) 知 
(Ax, Da (wa) = Ahe, Di (2 2") € S, 


其 中 入 = 1 或 一 1， 
(b) k e Yi, FHA RE {iih Ake {uh 我 们 断言 trDelDi{r a") = Di(w@M a") 事 
ZE, 当 ie Yo 时 , 有 
eeDe(Di(a2*)) = ZEDE(L g") = 2“) (2, De) le") 


= peg" 一 Di (2a). 
WieY AY, 因为 i 关上 故 


zeDe(Di(z Va)) = 24 Dy (a O,(a"))} = © (2, De Os(2")) 
= a9,(2") = Dir 2%). 
所 以 断言 成 立 . fe] BER reDa(Difzteiz*)) = Dj (ee). 因此 
[ar Daj (2a™)) 
= (-1)°D (Dy )(De@2"))D, 
一 (一 1)7(9+T()dfz (zkDE)(D; (za ))D:; 

= (-1)7 "OD (al 2")D, — (10 O42 D (lM e")D, 
= Diy; (2 0) ES 


F kg {u}, 则 (hy, Di, (xry = 0 E S. 
(e) kEYrk=ik#j. W 


[hs, Dis (2™a”)| 
= (-2) OOH TONED (al e4)D, 


= —Dy; (22%) € S. 
(d) ke Yi, k ~ ik=j. w 
[he Di (r 1") = Afr, Dei(z r") € 8, 


其 中 和 =1 或 -1. 
综 上 知 h ENorw(S)， D 
命题 3.12 设 i>0. 令 T=?_ Fhe, AP he =£kDr. Al Dere(8) = ad (5S+TY. 
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证 明 由 引 理 3.9 知 , S 是 5 的 理想 . 由 引 理 3.11 知人 GE Norw(S), WM ad(S+7T)C 
Der(S), 从 而 ad (5 +T) © Der:(S). 

IER $ € Der. (S), 由 命题 2.6 知 存在 y € Norw(5), 使 得 和 = ady. AAD. € 
S.vi e Y, 所 以 [Day] E 3 c 5, 从 而 div((Di,g}) = 0. 显然 div(Di) = 0, 于 是 由 
引 [ 理 3.8 可 得 Di (div(y)} = 0,vi e Y. W div(y) € F. 随 之 有 div(y — div(y)h) = 0, 所 
以 ydiv(y}yh € 5. 于 是 ye 54T. 因此 $e ad G+T). 这 就 得 到 Dert(S) C ad (5+T). 
RK Der.(S)= ad(St+T). D 

命题 3.18 Der (8) = adS-1. 

证 明 显然 aasS_ C Der- (8). HH He Der-1(S). 我 们 知道 


So = spanp {Dy (2z) | i3 € Y, la] + lul = 2}. 
易 知 So = spanp{ Ai 2D; | ij E Yi Z ih RF 
Aij = 3iD， 一 (17 7M Dy. 


(i) 因为 za(g) = —1, 所 以 (So) E S-1. 故 可 设 WA) = DL uD, 其 中 a €F. 
设 MAn) = Epor De HPA AiG, bee E H o EATER [Ais Ase] = 0, 可 
得 a, = 0. 于 是 Ai) = aiD: + 0;D;, 其 中 aia € F. 

(ii) 可 设 bla: D;) = Eia Decr € F. AH 6 FFA [Ay e:D = (HIHO) 
:ziDy, 利用 (i) 可 推 得 o = 0 WP kig 于 是 O(eiDy) = ciDi tD. BH ¢ {ij} 
由 (i), RY HL lAn) = aD taD: 将 和 作用 于 等 式 


[An mD] = (17 "aD, 


可 推 得 c = 0. 大 和 ziDi) = oDi e F 从 而 可 设 eDi) = TiDirir: € F,i = 
l,- ,8—1, é(@,Di) = r-D1, r, € F. 

B y = ¢- Dia ri(ad Di), M wsiDiri) = PzoD1) = 0, i= 1,3-1. RM 
是 由 {e;Dira 2D |i = 1,---,#—-1} 生成 的 So 的 子 代数 . BB aD, Ay EM, 其 
中 1<i 关 了 < s. 所 以 M = So. 考察 Z KRM vS) = 0. 由 引 理 28 My = o. 
io = EE ri(ad D.) € ad S_1. 因此 Der-i1(S)C ad8_1. 于 是 Der_1(S)=adS-i. D 

命题 3.14 i T= {Dy |k anic YG E Yo}, M = {Di(rea) | ijk, l € 
Y}. ATUM 生成. 

证 明 设 Q 是 由 TUM 生成 的 8 的 子 代数 . 我 们 分 以 下 几 步 证 明 本 命题. 

(i) 对 上 用 归纳 法 证 明 Di (2 tt) e Q, 其 中 te Yo. 先 考察 t= 2 的 情 
É. i k, le Yki, WA 


Dia(s) xy) = [Di 2(2®™), Dia (erei) € Q, 
Dı e(a eg) 一 一 [Di e(r), Dizz) € Q, 
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Di a(x") 4) = {Di a(z x5), Dı x(a Ved g,)) €Q, 
Dox (xie tira- Dea) n) = —[Dia(2"* 24), De a(x%2*2))] €Q, 
Dax (2a) = —[Da a (2), Dai(aize)] € Q, 


Dox (xf “Hertnaea) zk) = [Dog (ell Dertra—Nead gy, Də n(x") 24] EQ; 
同 理 有 
Dy p(z Ha Ned ye.) E Q. 
此 外 ， 


Diz(zeez+e0) = — [Di 2(2), Dia(s] € Q, 

Diao?) = Dy 2(2*), Dr afe?P FY) EQ, 

Daa(zt( Vg) = ~[Da (2), De a(e)x4)] + Di ale) € Q, 
Di o{a {m1 Detras) = [Di a(a™ertea)y Dy (ea —Dew ri) EQ, 


Dy alr 4) = [Dr g(a”), Dirr) € Q. 


FH (3.2), (3.3), (3-4), (3-5) 式 可 得 


(meitmgea)) a (m161+%263) 
Diaz }=—Dai(z ) 
= [Di a(g ~Nertr2ea) py), Diz (2 2,9] 


-Dı p(z- Dea) yp) — Dax (oli eit 2%) gz, ) EQ. 


MK t= 2 时 结论 成 立 . 
假设 t=i 时 结论 成 立 , 即 D._1 (2) E Q, 其 中 5= me +---+ me. 因为 


Di_i a(g- +) = —(Di-1 ipfa TiD, D; (2(2st+1+st] EQ, 


所 以 
Dii (at: tmitieir)) 一 —[Di_1 (2), Di (gerast) EQ. 
于 是 
D; ipio Ët) — [Di-1 a(g est taeda) Di-1 i+ (xS%-1) EQ. 
归纳 法 完成 . 从 而 可 得 Din-tm(2™) EQ. 
设 o 是 {1,2,…,m} 的 任 一 个 置换 , 同 理 知 


Do(m—1) atm (NN tt FaimyFotm))) E Q. 


BR To(1)}Eo(1) +++ Na(mjEa(m) = T, 从 而 可 知 Di; (œ) € Q, vi, j E Yo. 


(3.2) 


(3.3) 


(3.4) 
(3.5) 


(i) Xf e 用 归纳 法 证 明 D, (2 ™ cmgitmee <1) E Q, HP re Yie Y,te Nn. 
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H k e Yir} j e Yodit, 则 有 
D, (a) ny) = {[D, (a9), D; jl2n03)] EQ: 
同 理 有 Dels) €Q. 由 iH 
Dy (aay) = [Dy (2), De (172) EQ, 
从 而 
Dr a(x.) = —[Dy (atr), Dr(a) E Q, 
D, i(t™ 2me1) = [Dr pir xe), Di ¢(2m4ite)] € Q. 
所 以 当 += m+1 时 结论 成 立 . 假设 t= 时 结论 成 立 , 即 Deila ampa re) € Q, JE 
H reY,ic Yo. Mee Yo\li}teN\{k+ 1}, M 
Dy a(s T41) = [Di (18), Dii(ztzzr] EQ, 
D; i (titir) = [Di (2521), D; (a or) EQ. 
由 归纳 假设 知 
Dr (a tmp EEL) = — [Dr (oP Em Ee), Di (ritte) € Q- 
归纳 法 完成 . 由 此 可 得 Difzfmzz2) EQ, Yr e NY, vie Yo. FER ie Yi\{r}, M 
Dy (2 a”) = —{D, s(x" 2"), Dy (22r) € Q, 
Dr (ar?) = —[D, (2 2*), Dy i(aizr)] € Q, 
其 中 ie 区 ,re 五 FER ije Yo, W 
Dila 2®) = [Dr a *), Dinal € Q, 
其 中 rier. 综 上 , 我 们 证 明了 Dirr") EQ, vk eY. 

Gii) 我 们 对 t= (in| 上 + 上 召 ) - (lel + lel) 用 归纳 法 证 明 D: as) < Q, 其 中 ae 
A(m,t),u € B(n). 4 ¢= 0 时 , H (i) 知 结论 成 立 . Ht > 1. F lal < Irl, WEE k E Yo, 
使 得 zloteee" e A(m,n, 台 由 归纳 假设 知 Di; (2) 2%) € Q, 从 而 Di 5(22%) = 
{Dx, D; (ætter ar] € Q. 

Haan, Hte> 1M jul < |El MRE k e Y, E sr" 40 由 归纳 假设 知 

D; jaar“) = (179 [Di:, D; s(x rr) € Q. 
归纳 法 完成 .由 (ii) MQ=S. o, 


引 理 3.15 hoe Der-(8)}, RP t>1. # (Dyula t) = Owe ery, 1EY, 
则 $= 0. 
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证 明 Ekat SRA RRA pD) = 0. HAM, (Di, (24M) = 0. 
Wk>t+1. Xf k ARARE oD t) = 0. 假设 Dyl t) = 0. 因为 
[Di Daft = (-1) OMS, Dg (2 MM), WEY, 


所 以 ,由 引 理 2.7 知 $Dis r) eSa. 又 因为 p(y) E Sra- FH k-21 > 
—1, 所 以 (Dula?) )) = 0, Vj € Yovie Y. 显然 o(Dulerr)) e S- = 0. 由 命题 3.14 
Rl g(S)=0. H e=0. o 

命题 3.16 设 t>1. 若 不 存在 正 整 数 k, RH t=p*, 则 Der_.(S) =0. 

证 明 kde Der _.(8). 分 以 下 两 种 情况 讨论 . 

(i) t £0 (mod p). FAA $(S:-1) C S-1, 故 可 设 (Diet) = Tt aD 其 
Ha ERE Y,4€ Yo. 

E ki i o HEA FSR [Daj (a t0), Dulaan) = 0, 可 得 or = 0. 从 而 


Da (gft DE) = aiDi. (3.6) 
若 1E Yo, 则 
[Di {a tD), Diz(ejea)] = lE + 1)Di, (2 Ot). (3.7) 
Bien, 则 
[Di (att), Dis (sx: 
一 —(t + DD; (xte) + Dy (a? a) 
= -(t — 1)Di;(2 GF), (3.8) 
将 作用 于 (3.7) xX, 利用 (3.6) 式 可 得 


人 Di — z:D;] = —{t + 1)a:D;. 
red 


于 是 有 ta;D; = 0. 将 作用 于 (3.8) 式 , 利用 (3.6) 式 也 可 得 taiD; = 0, Mill a: = 0, Vic 
Y. E olule tD) = 0, vie Y. 由 引 理 315 知 $=0. 

(ii) £= 0 (mod p). 将 t 写 成 padic WHER t= Ei ap, Ha. 40. HEM, 
若 al =-= arna = 0, Wa, > 1. 从 而 可 知 


的 #0 (mod p), (nt | =0 (mod p). 


t+1 È t 
2): wen 
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BRMt-p +2 ct-l, p+ l < +t 十 1， BR Z RRA (Dialett) = 
6(Dij(2?"*)2,)) = 0, 其 中 je Yo,ieY. We HEA St . 


[Diz (2 PF), Dy (r0 a) = — ( y ') D(a t0), 


E 


AM {Dy (atO) 一 0,Yij e Yo, 76 Y. 由 引 理 315 知 p=0. a 
命题 3.17 hi=-p, Kf r>o. al 


Der _:(S) = span, {( ad Di)’ | i € Yo}. 


证 明 io E Der -2(S), Ml zd(o(Di; (23) 2.)) = —-t+(t-1) = -1. 故 可 设 (Dy (2? 
x) = i, ben, EH be FF Yo,iEY. 因为 1 三 0 (mod p), 所 以 


(Diy (ata), D(zi22)] = Daj(x*) 21) + Di (2) 


= Da (x zi), (3.9) 
其 中 je Yo,te Y. EH F (3.9) 式 , 可 得 请 =0, 其 中 1 了 则 
(Difzttei)zi] = bD; 十 biD;y. (3.10) 


设 ADy (OD) = "aD. 应 用 于 等 式 
[Die dD), Dys(zyza)] = 0, k #4, 
可 得 mw =0, 其 中 1 关 i. 因而 
(Dyl H) = oD i € Y. (3.12) 
应 用 于 等 式 
Dala Pz) Desa) = Deja), 
并 利用 (3.10) 与 (3.11) 式 可 得 ai = —b;. 
Biri 由 (5.11) 式 可 得 4Dutzetr P)) = ai, 其 中 a er H o PATEA 
[Dale zi Dy (a) = -Dy (s), 
oa a = —by. 综 上 , 我 们 证 明了 对 任意 Je Yo, FE by € F, 使 得 对 任意 1eY\{j)， 


(Dis (stt) 一 一生 Di 
4b = 6-7, by adDy}*, Mi piDu(ett tO) = 0, 其 中 天 < Yo,ieY. 由 引 理 3.15 
I y =0. KM >= 37, (ad Dy)‘ € spanp{(adD,)*|7e Yo}. o 
由 命题 3.12, 3.13, 3.16, 3.17 与 命题 2.9 可 得 以 下 定理 . 
定理 3.18 Der(S)= ad 合十 玉昌 apangf(atDajp |i € Yo,1 < hk < tj — 1}. 
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$4 HH 的 导 子 超 代数 


我 们 讨论 李 超 代数 H 的 导 子 超 代数 , 这 里 H = Himn t), $A m= 2 是 偶数 ， 
由 81 #40 = pE H BZ 阶 化 李 超 代数 ， 
设 0e22a. 令 


(m, n, t)e = 位 fiD: € W | Dil fy") 
i=1 
= (1O OEOD a Ds), VE EY}, 


其 中 ?与 of) 分别 按 第 一 章 (2.11) 与 (2.12) 式 定义 . 令 
Him, nt = Hom, n tly ® H(m, n, Ey. 


通常 我 们 简 记 Hom, n t) A E. 
引 理 4.1 372, fiDi € Ho, Di gD e Hy, 其 中 Owe Zo. 则 
p fDi, > oj = Du(h), 
i=1 j=1 
其 中 h = ran o(i)(-1)"* fig; fa 
证 明 由 已 知 , IHERR jey, E 
Di( fy) = (I OP OHO oo (Dj), (4.1) 
Di(ggr) = (-1) O74 OO alijo) Dilg). 


于 是 , 完全 仿照 第 一 章 引 理 2.10 的 证 明 即 可 证 得 本 引 理 ， 口 

引 理 4.2 以 下 命题 成 立 : 

HA W 的 子 代数 . 

2 HEH. 

3) 再 是 下 的 理想 

证 明 1) 此 为 引 理 41 的 直接 结果 . 

2) FER Du(f) € Ha, HP 0 € Ze. B Dul) = Oi, ADs, MI fe = o ’)(-1)" © Dy (f). 
直接 验证 可 知 , {A | i e Y} 满足 (4.1) 式 , ML, AD: © Ho, BY Duff) e He, 所 
以 He C He. FE HCH. 

3) Fy 2) 471) 4, (H, f] c (Ñ, f] c A. HBA o 

设 忌 是 域 F 上 有 1 的 结合 代数 , 则 R 是 环 , HEFER 4 RO) ERER 
有 生成 元 {1 | a e A(2r,t)} 的 除 帮 代数 . 于 是 


R(2r,t) = spanp {x | a € A(m,t)}. 


M Yo = {1,2,- ,2r}, 其 中 2r = m. & D, € Der (R(2r,£)) 使 得 Di(a) = gft) Wig 
Yo. 
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引 理 4.3 i fi E€ RO), i € Yo. Hf È ao- MAB C Yo, HH Dil fy) = 
o(i)o(7)Ds( fv), Vi c Yo, MA fE R(Qr,t), 使 得 Dif) =al) fur, Vi E Yo. 
证 明 对 + 用 归纳 法 证 明 本 引 理 . er = 1. 由 已 知 , Dil for) = -Dalf Bl Dif fr) = 
—Da(fo). 可 设 
Di(fi) = —D2(f2) = Z i ig VIFF, 


21,2920 


其 中 fiia E R. RE 


A= 3 diig gi +s Haea) 十 3 bn), b; €R, 


41,4220 570 
h=- > Qi ig vier t+ Gat Nea) 十 > em), cj € R. 
订立 站 jz0 
4+ 
f=- D apip Ye 十 (好 2 十 1)e2) 十 > eget) 加 > byz Ctl)e2). 
41,42 >0 j20 了 和 20 


因为 fi E zw- RAW, 其 中 # = 1,2, 所 以 上 式 右边 的 后 两 项 仍 属于 R2 t), 从 而 了 
R(2,t). BIL Dil f) = fa = o(1) fir, Da(f) =- = o(2) fr. 于 是 当 r= 1 时, 引 理 成 立 . 

假设 对 >- 4 引 理 成 立 . 我 们 可 记 Rr, t) = ’(2(r — 1), t), HEP Y = (t, ptr, 
tb R = R(2,t"), t” = (te, tor). 由 归纳 假设 , FE foe Rr- 1),¢), 使 
得 Di fo) = oft) fu, HF éE Yor, 2r}. 于 是 有 


Dr(fi) = Delati) Di (fo)) = D-Da (oli) fo) 
=DiDr(ol) fo), Vi € Yo\{r, 2r}. 


由 已 知 , 有 
Dr(fi) =D; (fos) = o(r)o(@ Dv (fr) 
=0(r)o(#)Dy (far), 
所 以 o(rjo(a)Dy (for) = De Dr(o(#) fo). 于 是 
Dy (D-{fo} — o(r) fer) = 0, Yi € Ya\{r, 2r}. (4.2) 


设 9 = Dr(fo) — o(r)far. 由 (4.2) RA g E R Pg = Darlfo} - o(2r)f-, 同 理 可 推 
得 9 eR. 进而 有 

D-(g') = D,Da,( fo) 一 o(2r)D,(f-), 

Do, {g} = Da-D,(fo) 一 o(r)Dar( far). 


HEM, Def) = o(r)o(r')De (fe) = —Dar(far), 所 以 De(g') = Dar(g). 于 是 Dw(-9) = 
~Dar(g). 因为 当 m = 2 时 引 理 成 立 , 所 以 存在 h e R, 使 得 D.h) = g, Dalh) = 9’. 
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今 f = fo 一 h, 则 有 
Di(F) =Dilfo) = o(Fo, te Yo\{n,2r)}, 
D-(f) = D,(fo) - Dr(h) = Dr( fo) ~ 9 = alr) far = ol) fe, 
Dor(F) = Dar(fo) - Dar(h) = Dar (fa) — g' = o(2r) fe = o(2r) Fry 
妇 纳 法 完成 . 引 理 得 证 o 
引 理 4.4 &ma=2, m<kss, HP samin. + fi € Amn, po, KF GE 
22,1 = 1,2, sk. 假设 fi 是 Tir- RH, HE 
Di( fy) — (IP EODH GODO t EDA fe (4.3) 
if = 1,2,--- sk. BEEZ, 存在 f € Afm, n, Ba, 使 得 
Dif) =o (17 fy i= 1,2- k. 
证 明 对 关 用 归纳 法 . 由 引 理 43 知 , 4 k= m 时 本 引 理 结论 正确 . kom. R 


设 对 一 1, 引 理 结论 成 立 , 即 存在 g © Alman, De, 使 得 Dlg) = a 1 "fy, i= 
1,2, ,k—1. Wf 


Delfd = Delal -1y Dy (9)) 
= DeDy (o(i’)(-1)" 9) 
= (“DO Dy Dila N-17 9) 
= Dp Delo (i y(r). (4.4) 
由 已 知 ， 
Dafa) = (IP HOOT ok) os) Dy (fe) - (4.5) 
由 (4.4) 与 (4.5) 式 知 
Dy De (cli)(— 1)7 HTEO Oy — (EGEO DO i yo Ds (fx): 
FÆ Dy De(g) = (1) De (fe). W Dy (De (g) — (-1)° fe) = 0, # = 1,2,---,k— 1. 因此 ,可 
BE Dr(a) — (-1) fe = axr +b, KB a Fb AIF: Dy (a) = De (0), i=1,2,.… k. 
HEH, fi 是 rw- 截 头 的 . AA =k, fe Fe r RAR. TE Dalag) - (-1)° fk 
是 zk- BAW, 从 而 a = 0. 因此 Dalig) = (-D° fk +b, 并 且 Dild) = 0,4 = 1,2,--- ,下 
4 f =g- brr I 
D(f) = Dilg) = o1 fe, i=1,2,. k1, 
De(f) = Di (g) -— b = (—1)° fe = o E f. 
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归纳 法 完成 , 引 理 得 证 . 9 
在 第 一 章 92 节 中 , 我 们 定义 了 Hom, nt). 我 们 知道 
H(m, n,t) = H(m,n,t) ® FDa(2" 2"). 
直接 验证 可 知 Da(z 人 "25) e H(m,n,t), 故 Him, n,t) C H(m, nt). 
引 理 4.5 m,n, t) = H(m,n,£+1) 9 W(m,n,t), HP 1=(1,1,---, 1). 
证 明 显然 A(m,n,t+1) C H(m,n). 所 以 
Himnit 1) Wim, 2, £) C H(m,n} N Wim, n, t) 
= H(m,n,t)} c H(m,n,t). 
KZ, FER ye fiim, nt), Ry € Wm, nt) By =e, ADs, W fi E Alm n tvie Y- 
对 任意 ie Yo, 显然 fi 作为 Amn tt 1) 的 元 素 是 re- BIH. 由 y e Éim, nt) 知 ， 
对 任意 ie vi, 有 Dif fi) = -Di (fe) = —Dil fa), 故 Dil) = 0. H fi JE a- WKH, 
vie Yi 因为 we (m,n, £, M {fi |ie Y} 满足 (4.3) A ((4.3) 式 中 的 上 取 为 s). 由 引 
理 44 知 , 存在 fe A(mn, the 使 得 fi = o(#’)(-1)" Dy (f), Vie Y. 所 以 


y= of{i)(—1)" PD, (f)Dy = Da(f) € H(m,n,t + 1). 
4 二 1 


故 H(m,n,t) © H(m,n,t+ 1) Wim, a, t). 从 而 
Eim, n t) = Hm,mtt+ DNWm,n,t). o 
引 理 4.6 我 们 有 于 空间 直 和 分 解 : 


m 
H(m,n, t) = Him, n, t) 6 FDy(a' 2”) ® » FDu(2?**)), 


证 明 由 引 理 45, 只 需 证 
H(m,n,£+ 1) W(m,n,t) 
= H(m,n,t) @FDu(a' 2”) S > FDu(2?"**), 
事实 上 ,“2” 是 显然 的 . 反之 , ER Dale x") E Hm, n H+ DNW(m, 2, t), I Dular") € 
Wm, n,£). 故 


a 
Do- OOM gO“ g"Dy € Wim, n, t). 
1 一 1 
所 以 rOet E A(m,n,t),¥i c Yo 因为 Duze") € Himnit + 1), 故 er E 
A(ra,n,t + 1). 这 就 迫使 r" e Afm, n, t) RE 2a” = 2") 4 Yo. 所 以 


Duler") € Him, n,t} @ FDu(2 2") @ > EDa(z?***)), 
fl 


Kc” 成 立 . 引 理 得 证 ， o 
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命题 4.7 车 1>0, 则 Deri(H) € adh. 
证 明 因为 HH 是 证 的 理想 , Hood, C Ders(H). Boe Dere(H). 由 命题 2.6 
知 , FETE y © Norw(H) 使 得 和 = ady|,. 考察 Z 次 数 知 ye Wi. Wy = DigiD 
由 [Day] EE, MH [Diy] = Dali), HP EY, fie Alm n, t). AA 
Da Ý sD] = Y oG- DF )Dy, 
所 以 Dilgge) = oY O D(A). 故 
Dy(f) = oI Dig) Lj EY. (4.6) 
由 [Day] = Da(fi) 以 及 (1.3) AA 
[Di [Di yl] = (Dy, Da(fi)] = Da (D(F) 


同 理 , 由 [Diy] = Dalfi) 知 , [D [Da y] = Da(D.(f;)). BA Di, (Dy, yl] = (-1)7'" D, 
[Da yl], 所 以 Da(D.(f;)) = (-1)" ©" Da(D;(fi)). 由 于 kerDu = F, 因此 


D(f) — (-1)"@" Ds (f) EF, vig €Y. (4.7) 
将 (4.6) HARA (4.7) 式 得 
h:= (-1) 8) oD; (gu) — (-1)7 OOO) GAD. lg) eF. 


因为 gi € Amn thei, Vic Y, HA t> 0, HE cd(h) —e>0. HF her, HAF PAE 
零 元 的 Z- 次 数 为 零 , Bh =0. 从 而 


COTO a) Dilge) = (1 O79) 47440 9 GYD gsr). 
将 d(fi) = rli) + dy) RAER, 可 得 
Di(gy) = (=1)7 ODF O44 9 (a (7)D5 (gu), Yije Y, 


所 以 ye 下 AY yew, MA yei a 

引 理 4.8 A=, cD. 则 对 任意 ye Wi, 均 有 [hy] = ty. 

证 明 raD; € We, W lal + jul = t41. Hee Yo, M 

[eDi ztaa“Dj] = (ai 一 agja Or Dy. 
Hie {u}, W [e:D 2D] = (1 — by )2Ma"D;. Hie Yeh, W [ziDiztzeDi] = 
-ås "D; 于 是 
4 
[h, ra" D;] = » Dua'2"Ds| 


i=1 
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= Y e:D, 2! 2"D,] 


i=1 
= (a, +++ + am + [ul — Deed, 
= (lal + |u| — 22"D; 
= tzr“ D;. 


因为 W 中 任 一 元 素 y 都 是 {D | lol t |u| =t+1,; cY} PERH F- 线性 组 
合 , 从 而 可 知 [hy] = ty. o 

对 任意 ye L 其 中 上 = W,S Rw, 因为 CW. 所 以 y Ee We 由 引 理 48, 
[h y] = ty € Le. 我 们 称 adh 为 工 的 次 数 导 子 . 

引 理 4.9 设 y= Di jar CFD; € Norw(H), 其 中 ay €F. 

1) # d(y) = 6, 则 


age = —alije(jjaz, iJ EY, t # j, 
Aii = Ajj, jE. 
2) 车 d(y)=7, 则 
ag = alijas, iEY, JEY. 
证 明 BR y ETEA Eii aur 因为 ye Norw(H), 所 以 ly, H] CHC Ë. 
1) B diy) = 5. 任 了 到 ie Yo, MI 


Iy, Du(x'#))] = p mapon 


= (3: cones] Dy 一 Y oliareasD eB. {4.8) 


k=l {=1 


Rev}. 因为 互 的 元 素 满足 (4.1) 式 , 故 有 


Di(—a(tjay yxy) = oli)o())D;s (= o(ijakitk 一 oven . 
k=1 
从 而 推 得 
aji = —o (i)a (jjayy, t€¥o, fe ¥\{i}. 
HijeYnizj 则 


[y, Du(zix;}] = | a£ Di, 23D; 一 cj 
k= 


= ( one] D; 一 (£ ou) D; 
k=1 k=1 


_ 


- 54- 第 二 章 ” 单 性 与 导 子 超 代 教 


一 >: ot TiD! 十 L driD: € fi. (4.9} 
{=1 {=1 


由 (4.1) A, AA 
D; (- > kilk 一 G4ITy + oj] 


k=1 


4 
= (-1)7 "Mp, (È Bkjtk 一 aiuti + ous) 


于 是 可 推 得 
Gii = 053, bj EY, i 
HY (4.1) 式 可 知 , Dil fi} = 0,4 E Yi Æ (4.9) AHF, fi = Sf cay te — cues 十 ayer. 
H Dl) =0 可 得 ai = aj, B 


ayy 一 —Ofijo(fjaz, FEV, tÆ 


2) BE d(y) = 了 工 即 d(TX iakzsDD = 工 MiG Yo 与 7€ Ya, (48) 式 仍然 成 立 . 
由 (4.1) 式 可 知 


D;(—o(i)awsti) = —o(i)D; (> THAgiTE 一 room . 


于 是 可 知 
人 一 alias, iE Yp, j € Y. O 
引 理 4.10 H y= Di autDi + Dimp 22D: € Norw(H), 其 中 axa EF. MH 
在 zE Ho, ÆA y—z= ah, 这 里 A= Ys TiDs. 
证 明 bs =0,-0,i=1,---,m. 


y= VosiD: 十 > az,D; 
izi 


wm+1 
4 m 
= D ax,D,; + > bix; D; 
i=l i=1 
= ah+ > bex: Di 
4 一 1 
= ah + $ (bp (2D; — tp De) +$ (Ou + biasDi. 
i=l i=l 


H z= 1, (—-by) (aD: — sr Dy). 则 


z= 2 (-be)o@)Du (nity) € Ho. 
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Ba = be +h. Wy = aht Ti, arD +z AW yz € Norw(H), 由 引 理 4.8， 
ah € Norw(H), HFA Ei, e:D: € Norw(H). 因此 


» cix:D;, Dues) eHCH, 


z=1 


KHi<i<k<r. 直接 计算 知 


> ciziDi, Duta) = eee Dy + qr Dy €E Ë. l 


由 (4.1) 式 知 
De({cate) = o(k)o(D; (azz). 
于 是 可 得 =a. FW a=a=--=e. Sc=en, Ill 


r 3 
y=} atomDi+ 》 arD: +z, 


í=1 i=r+l 


并 且 
》 (e+aziDi+ 》，aziDi € Norw(H). 


t=r4+1 
所 以 
Y (at OZiD， + 5 aiDi Du(zizs}| = -cer Ds E HC Ë. 


t=1 i=r+1 
由 (4.1) 式 知 c=0. FÆ y= ah+z, H y-z=ah. oO 
命题 4.11 Dero(H}= ad (Ho 十 Fh), RP h= ?| ei. 
证 明 由 引 理 3.6 与 引 理 48 知 ，ad (Bo +Fh) C Dero(H). RY, Hoe Dero(H). 
由 命题 2.6 知 , 存在 ye Norw(H) 使 得 由 = ady|,,. 因为 2d(¢) = 0, 所 以 ye Wo. 于 是 
AR y = 35-1 eueD,, 其 中 az eF. AR 


s 
y= > Gizi D; + g7! y (azjziD; + aj e Di) 
i=l 1<ifj<e 


由 引 理 49 的 1) 知 , 41 <ig sm MH m iga ah, ayy = —oldo(jay. 所 以 
aijtiD; + or Ti Dy 一 aijfziDi — oer De) 


= aiza (j) Duty a) € Ho C Bp. 
由 引 理 4.9 的 分 知 , Sie Yo,j € Ya RF, ay = olija. K 


aigzeD3 + py tz Dy = GitiDi; + Qt Ej Dy 


= a; (2D; + a(i)z;Dy ) = aijDu(z:z;) € Ho C Ho. 
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同 理 当 ie Yj € Yo BY, 
Qij TiDs 十 Qj TH Dy € Hy Cc Ho. 


于 是 我 们 证 明了 


n :一 27! > (ayja.D; 一 Ayr ty Dy} € Ho. 
1<ifxjee 


因为 nE fi Cc Norw(), yE Norw (H), 所 以 


a 
> aut = y — 7 € Norw(H). 


i=1 


由 引 理 4.9 的 1) Al, an = 033, ij EN. 所 以 
> GTiDi = > tiiti D; + D az;D;. 
i=l 


i=l i=m+1 
由 引 悍 4.10 知 , 存在 2 € Ho C Ho 使 得 


> auziD; — z= ah, 


t=1 
故 工 :asziDi = 2+ 0h. 于 是 
y=z+tah+n=(z+n)+ah € Ho +Fh. 


所 以 和 = ady|,, E ad(H+ Fr). 因此 Dero(H) = ad(H+Fh). o 
引 理 4.12 # $e Der_i(H). $ i,j € Yo, M 


$(Du(2iz;)) = aD; + ay Dy 十 61Di + aj Dy, 
其 中 Gi, Ayr, GF; jr E F. #ie Yo,7€ YY, 则 
@(Du(xixs)} = uD; + ay Di +a; Di, 


其 中 ai, ii € F. 

证 明 我 们 仅 证 i,i € Yo 的 情形 . Mic Yo, 7 e 的 情形 , 证 明 是 相仿 的 . 
E n > 1H {iit} #Y, HA HELAI < 3 一 2. 因为 6(Dalea;)) E€ Ho, W 
可 设 ¢(Du(aiz;)) = ii anDa, 其 中 an EF. 

FER kl E YME ht Sh FHA RAL 可 设 


$(Du(zear)) = 57 De, 


其 中 bs er 将 5 作用 于 等 式 


[Dn(zi2;), Du(2x21)] = 0, 
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则 有 
> arDn, Du = + (—1) +7) 


i=1 


Da{xizs), 人 wo =0. 


t=1 
于 是 可 推 得 XiaiDw + AakDr + AsbsDy + 和 biDy = 0, HEP A = 1È 1, i = 1,2,3,4. 
于 是 Am = Mar = 0. W ai = ak = 0. 所 以 


(Dy (aias}) = aD; + ap Dy + ajDi + ay Dy. 口 


引 理 4.13 i pe Der_iH), 并 且 d(¢) =0. 则 存在 anan ,am EF, 使 得 
1) d{Du(2%*) = ayDy, i€ Yo, 

2) d{(Du(rexi)) = a (tjap De, 1 € Yo,k E Yi, 

3) $= Dy- o (Faz ( ad Dj). 

证 明 1) 由 引 理 4.12 知 , 存在 a1,… ,am,c1,:… ,cm E F, 使 得 


¢(Du(2*))) = 2-16(Dafziri)) = cD: + oi Dy, 
其 中 i=1,2,.…,m. Been. 由 引 理 4.12 知 ， 
和 Dafzkzi) = BD: + bi Dy 十 大 Du 
其 中 ,bs,be E F. AA dip) = 0, PUA 5(Da(z#zi)) € Hy. ME b = by =0. 于 是 
@(Du(xpas)) = bkDE. (4.10) 


将 作用 于 等 式 


[Du(2**), Da (zr2i)] = 0 
可 得 


[eiDi + ap Dy, —2:Dp + o (ijek Di] + [o (e:D, iD = 0. 
从 而 可 推 得 -cD = 0. 所 以 6 =0. 故 
(Dul) =aeDy, ay EF, i€ Yo. 
2) É 1) $I b(Du(x*"))) = a:D;, ie Yo. Ho PA FSR 
Du(zizy) = o(4)[Da(2?), Du (s), 
可 推 得 
d(Du(xite)) = -aiDi —ayDi, iE Yo. (4.11) 


将 作用 于 等 式 


[Du (zx), Dr(zxzi]] = oli Du (wri), 
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利用 (4.11) 与 (4.10) 式 可 得 : 
FaDy — ay Di, aaDs+ogesDd+[gaiDpy + oi )ssDe kDa] = o (i)a Dr 
FE ap De = o (i)b De. 所 以 br = aliar. 因而 有 
和 Dafzkzi = a(i jay Dr, iE€EYo key. 


3) & y =p- TR, olf)ay(adD,). E 1) 40 


m 


w(Du(e)) = o(Du(2)) — J olay ad Dy(Da(e)) 


= ty Di 一 IairDHICi) = 0, 4E Yo. 


由 2) 知 
区 (Da(zsza = o(Duleers)) 一 2 o(j)ay: ad Dj;(Da (zn2i)) 
= oliYauDe — olija Dulzr) =0, KEN, ieY. 
因为 


Duf{ew;) = — [Du (Teri), Du(cee;)], siEYo, FEN, 
Da(aeri) = ¢(i}[Du(ze2:), Du(zete}), kleY, t€ Yo, 
所 以 {Du(a*}, Dafzxzi | EY, KEY} 生成 子 代数 Ho. MK (Ho) = 0. AR Y(H-1) = 
0. 由 引 理 28 A y= 0 H o= LR oG)ay(adD;). 0 
引 理 4.14 dc ker-i(H), 并 且 d(¢) =T. 
对 任意 ke, AË ar EF, 使 得 


p(Du(zrr:)) = oarDi, EY. 


2) $ = Pijemy a;( ad D;). 
证 明 1 因为 dlo) = 1, 所 以 o(Du(wiz,)) E Hy, HEP i4 e Yo. 由 引 理 4.12 知 
@(Dulxix;)) € Hy, 所 以 WDalziz) = 0, ij E Yo. 特别 地 


$(Du(rezi)) = 0, 
(Dul?) = 27" d(Du{xere)) = 0, 


其 中 ie Yo. 由 引 理 4.12 4 


p(Dultrt:}) = KD: +6-Dy+5.D,, kEY, tE Y. 
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因为 dio) = 了 所 以 br = 0. 故 (Dulee) = bDi + buDza. 同 理 可 设 WDafzszyz)) = 
aiD: + De, HP cc € F 将 由 作用 于 等 式 


[Du(£rt:), Du(2.2y)] = -Du(eize), EVI, 1€ Ys, 

则 有 

[bDi + bi Dy, —2y Dy 十 at 人)zkDi] 

+ (—1) a(i tD — 2D, eDi + ep Dy] = 0. 
于 是 可 得 -5Dx — De = 0, 所 以 ci = -bs. 因此 

PDE(ZETH) = bDi +e Dy, keY, icY. 
将 4 作用 于 等 式 
[Du(z20), Da (razi)] = (人 Dr(zkri)， keY, ieY, 

则 有 

[zc 人 ziDi ~b Dy + ep Dy] = oDi + by Dy). 
于 是 ody Dy = o (Xb: Dito(i)byDy. 所 以 olijbiDi = 0; PAZ, b: = 0. AIE (Duler) = 
be Dy. & ay = a(i}by, 则 

@(Du{epei)) = alija Dr, ke YY, i€ Yo. 


2) Fb =6- Ei my lad D;), WH 1) 


b(Du(2?)) = (Da(2?")) 一 3 a;( ad Ds)(Du(2*)) 
-o j=m+1 

Y(Du(zer:)) = 由 了 PH(zkzi) 一 È a;( ad D;)(Du(£a3:)) 
= oas Dy — arDn(e:) 


= 0. 


因为 {Du(2*), Du (zkzi) | i € Yo, k € Yi} 生成 Ho( 见 引 理 4.13 的 证 明 ), 所 以 w(Ho) = 
0. BAR y(H-1)=0. 由 引 理 28 A y= 0. 这 就 证 明了 4 = 工 - ofadDi) 0 
命题 4.15 Der_.(H) = adH.i. 
证 明 因为 下 2 Ha = W, 所 以 Hi = Hea = Wi = spanp{D, |i € ¥}. 
i ¢ € Der_1(H). BR 6 = 和 十 加, 其 中 do, ¢1 € Der_i(H), 并且 d(¢o) = 0,d(¢1) =T. 
由 引 理 413 AY 3) Sf 4.14 AY 2) 知 , po,91 € ad fy. 所 以 8€ ad Hy. 于 是 Deri (H) GE 
adH-.. 因此 Der -1(H) = adH_}. o 
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引 理 4.16 设 T= {Du(s) | 1< k< r,i E Yo} UHo, RIT A H. 

WA Bo ÆT ERK 也 的 子 代数 . ER Duele") EH. t= lal + lul. 我 们 
对 + 用 归纳 法 证 明 Duis") EQ. 

由 已 知 Dulz:) € Q, vi € Yo. 因为 Da(zjzo) € Ho G Q, HLA Dules) = oft) [Du(z:), 
Du(zjzy)| E€ Q, Yj e Y 于 是 当 t= 1 时 结论 成 立 . 由 Ho CT A, t= 2 ERA. 
t>. 

假设 Du(zz”) € Q, HH 8| + lwl < t. H lol + lul = t, EWE Duz") € Q. 对 
于 ie Yo,7 EY 我 们 有 


Da(s*25) = o(é)[Du(2?), Da(eya,;)} €Q, 


Du(ziters) = —(—1)" 04) [Dale e), Du(xyae)] € Q, (4.12) 
HP ker. 
Dalzkzjzi = oz 人 (人 [Dr(zizkzhh Du (tiz) € Q, (4.13) 
其 中 jl eT. 
Da(zt yy) = o(i’)[Da(tvr;), Dult € Q, (4.14) 
其 中 ki < m. 


我 们 分 三 种 情形 证 明 Da(zte)z*) € Q. 
(i) [2e =n. 由 李 超 代数 H 的 定义 知 (a, u) 天 (x, E}, 所 以 a 关 T. 可 设 Ai < Ts. 由 
归纳 假设 与 (4.12) 式 知 
Dulas") = Da(x2*) 
= a(i)[Du(2OF™ ama ++s.2), Dulaez,_12%4)] EQ. 
(ii) 2 < jul < n. 则 存在 上 e Yi, HB cee” 40. 可 设 = ra ar 由 归纳 假设 
与 (4.13) AM 
Dete)z*) = 一 (一 1 [Dafztozkzi oe Tiz) Du(zaxi,_, Ti, }} EQ. 
(iii) (ul <1. H t> 2M ja] 22. BARE ie Yo, HA oi > 2, 由 归纳 假设 与 (4.14) 
式 知 


Da(z 人 so) 一 一 (CD [Dalee oaiz ,Dateeo0cie@， 


RP GEN. AMER ie Yo, 均 有 a;=1. AF orn, Wiha = as = 1. 由 归纳 假设 
与 (4.12) RA 


Du(2sx*) = —(-1)™ [Dy (1 rr), Dr(zizkzj] € Q. 


归纳 法 完成 . 于 是 证 明了 HSQ, 故 已 =B D 
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引 理 4.17 R pe Der_s(H), KP t> 1 如果 Daz) = 0, Vi € Yo, 
A] @ =0. 
证 明 Ae <t, AF 


2d(¢(Du(x**})) < -t +k — 2 < 一 2， 


E plut) = 0, Vie Yo. Hk >e+ 1. 我 们 对 kk 用 归纳 法 证 明 (Dui) = 0. 
HEH, 4k =t+1 时 结论 成 立 . + b> t+ 1, 假设 Dalt) = 0. 因为 


[Dy, Du(2*?)] = 5:;Da(2-Y"™), Yj €Y, 
所 以 , 由 引 理 2.7 知 pDl) < Ha. 于 是 
o(Du(2?)) € He¢e-2 NH_1 = 0. 


归纳 法 完成 . 从 而 对 任意 上 > 1, 有 oDe) = 0, Vi e Yo. 出 于 zd($) = —t < -1, 
故 &Ho) =0. 由 引 理 416 知 风 =0 a 

命题 4.18 设 t>1, 并且 tt 不 是 p HERRAKG EF, 则 Der -:(H) =0. 

证 明 4 de Der_,(H). RZ 次 数 , 可 设 


(Dula) = aD, ie a €F. 
t=1 


H e 作用 于 等 式 
[Datzttt+0<0)) Du (rjr) =0, FEY, j#% KEN, 


则 可 推 得 a: =0, WEE YM} 故 o(Du(s t9) = ay Dy. 
# t £0 (mod p), 将 名 作用 于 等 式 


Dale t+), Da(wiew)] = (t+ Ho()Da(eP), 


WAT ay =0. BE o(Du(2T™)) = 0. 由 引 理 417 Fg = 0. 
# t =0 (mod p), $ t= LE, bip 是 t 的 p-adic 数 的 形式 , HHO. #0. Ra =p", 
则 (tt) #0 (mod p). 考察 Z 次 数 知 


HDulat-14 20) = o(Dy{o*tt6)) =Ù. 
EH o 于 等 式 


[Dafet 人 一 956)， Du (wetes))] =ø(i) ( ; ') Dy (gtt Ys)), 


则 可 获得 wDafzt+oc0) = 0. 3AT A0 O 
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命题 4.19 t=, KP EEN, A 
Der (H) = spang{{ ad D,)‘ | i € Yo}. 


证 明 dc Der_.(H). 由 命题 4.18 的 前 部 分 证 明知 (Duirt) = ayDy, 
Wie Yo. 于 是 可 得 
(+- 3 oO)ay( sans) (Dy(rt 9) = 0. 


由 引 理 4.17 知 


$= o(j)ay( ad Dj)* € spanp{(ad D:)* | ê € Yo}, 


j=1 


命题 得 证 . oo 
定理 4.20 Der (H) = ad (H+ Fh) @ spang{(adD,)?* |ieY,l<k <t—1). 
证 明 由 命题 4.7, 4.11, 4.18, 4.19 与 命题 2.9 Bae o 
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我 们 在 本 节 确 定 李 超 代数 K = Klm, nt) 的 导 子 超 代数 , 这 里 m = 2r + 1 是 奇数 
r> 1 由 中 节 知 ,K = @》 ,Ki EZ 阶 化 李 超 代数 , 其 中 


K; 一 spanp {2 r" | i= lal + ful- 2}, llall := jæ] + am. 


4 n—m—3 £0 (mod p) Hf, A = |r| +n—2; 4 n-m-3=0 (mod p) BY, A = r| +n- 3. 
由 于 是 Zz 阶 化 的 , 所 以 Der {K) = Oez Der:(K) 是 五 阶 化 李 超 代数 , 其 中 


Der ,(K) = {@ € Der (K) | PEK) C Kia Vi E Z}. 


EEH p, Y, Yo 5 Y, 仍 如 人 所 定义 . 4 Jo = {1,--- m1}, J= UM. Mie J, Y 
与 oi 分别 如 第 一 章 (2.11) 与 (2.12) 式 所 定义 . 1 ie Y 时 , 7(i) 如 第 一 章 82 所 定义 . 
K 中 的 [, | 运算 已 由 第 一 章 (2.30) 式 给 出 . 

引 理 5.1 设 $e Der(K),f eK. 设 [fz =b Vie J. 车 dla.) = d(b) = 0,Vie J, 
则 pif) € K-2. 

VER oh Lz] =o; 


[(f), xe] + CD) [F, gz) =0, Vi € J. 
由 上 式 与 出 [Ti] =0 知 ， IHF) æ] = 0, Wie J, 易 见 
lif), 1) = [$F), EFE zli 
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= [[6(f), ea}, ru} + far, f) er] = 0. 
于 是 Den (9(F)) = [6(/).1] = 0. 进而 由 第 一 章 (2.30) 式 可 算得 
[6(f), ai} = J o(9)(-1) 9D GN) Dy (ra) 
j€éd 


= (HEXA Dalel), vie F. 


由 l) e] =0 M Dell) =0, Yie J. BE g) EK- a 

引 理 5.2 ił ġe Der:{K),t eZ, 并 且 $(K;)=0, 7 = —2,-1,---,k. BR+t> -2, 
Al = 0. 

利用 引 理 51, 与 引 理 2.8 的 证 明 相 仿 , 可 证 得 本 引 理 . 

引 理 53 H fieAlm, nt), vicy, HA 


Dif) = (IODA), Vi7 € Y. 


Al 
1) fi Æ rio Kkt, vi eY. 
2) 设 iE Yo, N fiA RRALLA fi PRAAN cc), HP OACEF. 
证 明 1) HER, Df) = -Di( fe), HP ie Y, Df) =0 所 以 6 是 5 BK 
的 , Yi € Yi. 
2) Wie Yo. Æ fi PAG col, Hep ox ce F, AR DE) £0. Wf BE a 
截 头 的 . 反之 , 车 所 不 是 ro 截 头 的 , 则 可 设 fe = eg +h, 其 中 g,he Alm,n,t), 并 
E Di(g) = 0, DP (h) = 0. 任 取 jeY\ 人 ,由 已 知 


Di( 方 ) = Dy (fs) = 2 D5 (g) + Dlh). 


由 于 D(H) 与 Di 的 都 是 ce RAH, 因此 由 上 式 知 ze0Dy(g) 是 ce MILB. 
故 Dilo) = 0, Vi e Yi- XAH Dilg) = 0, AEA g EF. B g= oe W fim cr +h. 
由 于 A Ae rr 截 头 的 , 故 DTi(jfi) 40, TÆ co AE A PAAD ce), o 
SI 5.4. 设 ġe Der(K} + fm = 2-16(1), 
fi =—(-1) Oa) b(ay) talise fm, VEST. 


则 Di( 方 ) = (-1)"" OD, (A), Vi er. 


证 明 由 已 知 得 
pl) = 2fm, (5.1) 
pra) = COD O82 fm — (-1)7" gf Vie L (5.2) 


由 (1, x] =0 知 
[$1D), xs] + [1, za) = 0. (5.3) 
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将 (5.1) 与 (5.2) 式 代入 (5.3) 式 , 可 算得 


Dil fm) = Deal fe) = (—1)" OT MD, (fa). (5.4) 
KRiges HAGA’. 按 第 一 章 公式 (2.30) 可 算得 
(dz), wz] 


= [LO ay fn — (1 OM oi) fi, 251] 
= — (1) MOE O UOT , Din (tir fm) 
$( 1) O41) 09478) (D (xs fm) 
HL Male) tafe Yo(i}a p Dm fi) 
~(-1)7 OOO) oo) Ds (fi). (5.5) 
同样 可 算得 
(-1)9O"© fare, plep) 
= (一 TS es, (1) OU E fin _ (-1) 94) 94) f,) 
一 (YF) OG) Dra (Tj fm) 
+ ETI td ETG Dilay fm) 
= (-1) OEE g(r Dn (Fi) 
—(-1)8 EE ol iali Dla). (5.6) 
由 于 d(fi) = alg) +r), Dilfm) = Da( fs) 以 及 


off) + (-1)"o(7) =0, Vi€ J, 


所 以 
(I O94 g(r Dml Fi) 
HEHAD GEE D(z fm) 
= (1) OHO dr Ut (o(i) + (-1)"a(2))a Dm fa} 
= 0. (5.7) 
a BEY 


(—1)8@rr@ Hr +7) tD {zifm) 


—(-1) rd 5 (2 Den fy) =0, (5.8) 
(AAEE OAT Dn (tes fm) 
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(KOTDA o Dn (ry fm) = 0. (5.9) 
因为 
lolze) ey) + (D (ay, plr) = glt, z] =0, (5.10) 
所 以 , 由 (5.5)~(5.10) 式 可 得 
— (P O94 4A) 5 (GID 5( fi) 
— (JEPTE G lioi) =0. 
于 是 (a(t) — (yo @*)) (1) 1D; (fi) — Dif) = 0. 以 
Dilhi) = (“1 ODF), jeg jEr. (5.11) 
AY [enre] = (-1)"Po@1, 所 以 
[øli za] + (DD e Gz)] = (-1) Mea) d(1). 
利用 上 式 与 (5.1), (5.2), (5.4), (5.11) 式 可 推 得 
D(f) = (1Y OM fi), vied. (5.12) 


由 (5.4), (5.14) 与 (5.12) 知 引 理 成 立 。 口 
引 理 5.5 H ge Der(K). MAA f e A(m.n,t), RH (6 一 ad f)(K;) = 0, 其 
中 j= -2 一 1 
证 明 + 
fm = 2 $(1), 
fe = (“1 OM aa) g(r) + or fn vied. 


由 引 理 5.4 A, Dl) = (-) "OD, (h Ving EY. 由 引 理 5.3 AS 1) H, f E er Mk 
的 , vic Yi. 因为 em, 1] = —2, 所 以 


Bem) 1] + [tm, ¢(1}] = ~2¢(1). 
将 $(1) = 2fm 代入 上 式 可 算得 
2mDm (fm) = Dm($(em)) + $ wiDi( fin). (5.13) 


由 于 fn 是 tm- BSH, 故 (5.13) RPHAMRAH ccm), 其 中 8 基 ceE A 
此 (5.13) 的 左 端 也 不 含 项 coe), 从 而 知 fin BE ce mm), 由 引 理 5.3 的 2) 知 ， 
fm 是 zm- 截 头 的 . 相仿 地 , 将 5 作用 于 等 式 [ty cm) = zw, 再 利用 64) 与 (5.11) AEA 
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及 引 理 5.3 的 2), 则 可 知 f 是 zz- 截 头 的 , Yi e Jo. 由 命 古 2.5 知 , 存在 Fe Alm, nt), 
使 得 


j= Di{f), Wie Y. (5.14) 
由 (5.1), (5.2) 与 (5.14) 式 , 直接 验证 可 知 
(@— ad f)(1)=0,  (¢ġ-— adf)(zi)=0, We 


于 是 性 ~ ad f)(K;) = 0, HAP j =-2,-1. O 

命题 5.6 Bde Ders(K),t>-1. MAA fe A(m,nt), RA o= adf. 

证 明 由 引 理 5.5 知 , 存在 fe Alm, nt), E o- ad fK) = 0, j= -2,-1. A 
Ae > —1, 所 以 由 引 理 5.2 知 , $6- a4f=0. 于 是 $= adf. o 

命题 5.7 Der_2(K) = adK_2, Der_3(K) =0. 

证 明 oe Der-_z{K), 则 Kj)=0,5= —2,-1. A zd(£m) = 0, RAVE (Em) = 
eg 其 中 cc $ y= ¢-271 adl, M yK; = 0, j= -2,-1, 并 有 Hen) = 0. 
ER ij E J， 因 为 piriz) € Ko, MYR yleis) = al ack 将 ?作用 于 等 
式 [rizizm] = 0, 可 得 fal, tm] = 0. AH at = 0. FÆ yiz) = 0, M o(Ko) = 0. 由 引 
FH 5.2 Fl y =0, PLA E ad K-2. 

PoE Der _a(K}, 则 o(K;) =0, j = —2,-1,0. 可 设 zmzs) = cl, HP ic Jeer. 
将 作用 于 等 式 [em tmt] = tmt 可 推 得 -2cl = cl. 因为 charF = p > 3, AFL cl = 0. 
因此 (amz) = 0, Vic J. 同 理 可 证 得 g(xixyzx) = 0, Ht i,j,k e J. BPA o(K-1) = 0. 
由 引 理 52 知 多 =0， a 

引 理 5.8 BT = {xO |i € Yo0 < ki < mi}, M = {ai lie Vi}. TUM $ 
成 K. 

证 明 TUM 生成 的 KK 的 子 代 数 为 Q. 我 们 先 讨 论 n-m-3#0 (mod p) H 
情形 . 

1) 对 用 归纳 法 证 明 Ti om EQ 显然 当下 = 工时 结论 成 立 . Rk 
At, IE- imi € Q. AW zm+aezm = [Emte r°] €Q, 所 以 


k-1 k 
ie Em+is Enss] = (3— k) Il Imi € Q. 


i=] i=1 


#3 -k0 (mod p), 则 可 zmti € Q. B3- k=0 (mod p). 因为 
Tmik-lTm+h Tm = [Em+k-1; lemt oem] EQ, 


所 以 
k—-2 k 
fii Emi: pte rent 一 (4 一 k) II Imri E Q. 


i=l #=1 
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HF 4— k #0 (mod p), 故 Miimi € Q. 归纳 法 完成 . 特别 地 , 我 们 证 明了 z2 = 
Iiz Zm €Q. 
2) s7 & Q. RATE FEXt k AAAI matote eny EQ, HEH k< m. 
由 于 zmzm+tl = [Em 7] € Q, 所 以 


Bae at = fel")? op ttm at] EQ. 


因 charf = p > 3, Mo" Vem €Q. 因此 当 k=1 时 结论 成 立 . 
假设 gme tp lek 1) pm EQ. 因为 


他 1 区 mm 十 2 一 [ray 2m 242! € Q, 


所 以 


rl —loertrgeate tip 1ek—1 tmnt! Len 42 


(wierd + -1€k-1) 


= lz 1 21fm+42] € Q 


由 [eik Fm%m+1} = Balken gr 1 知 ， PEs enya EQ. 因此 


Zl ~ljertmzegt e trie) ,2 


[o Tierras tk mt reek) enga] EQ. 


因为 


Ei ti 三 [zy, [Er mTm+1]] E 2, 


所 以 


(223) 


全 1 了 十 1 十 2 = [x Bm+1, £11 2m+2| € Q. 


因而 有 


mifi te TLE 
gms k Oe tl 


—1jei +ntr t z 
— [e Jer tazeate tay Pemi Z1Im+1£m4+2] E Q- 


归纳 法 完成 . 从 而 可 得 t mm n € @. 因为 
Dm Dem) ,rl 二 [am+1; wmem)] € Q, 


所 以 


ptm) 一 [p tmm) ga, em Nema, a EQ. 


3) ztoz2 EQ. h) 


(2 nje m aE = [s,s] EQ. 
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É 2—nF0 (mod p), Ml r) 2®¥ e Q. F2-n=0 (mod p), 由 1) 4 


n—1 
sm) — (3 — nje m) g" 一 II Empi (te, 2] | € Q- 


i=l 


FA 2) I (n-m —3)2'P 2% = gm pCem sE] € Q. 因为 rn 一 m 一 3 关 0 (mod p), 所 
Bel 2” EQ. 

4) BAYT b= (OT +n) - (lel + jul) 用 归纳 法 证 明 ss" eQ. BL = 0 时， 
ee" = oe", h 3) A r € Q. 

4 i> 0. 假设 对 1-1 结论 成 立 . 设 22% E K, IFA (OM mi tn) — (lal + lal) = 
A |u| <n, MEFE k e Yi 使 得 rs“ £0. 由 归纳 假设 cre" e Q, 所 以 ce = 
-hee s Prr") € Q. |u| =n. 由 1>0 知 存在 ie Yo, E eft a" eK. 由 归纳 假 
ME aeta e Q. HUE i= m, D 


calg” = [1 cht em) g] EQ. 
WR i Am, 由 归纳 假设 cyt om eQ. 于 是 
oz" = off’) [xy cn] + oi ort mp € Q. 


归纳 法 完成 . 于 是 我 们 证 明了 Q =K. 
n—m—3=0 (mod p). H 2) Me™ € Q, Ait 


gti -Em) 一 一 (ad ay) (zsm)) EQ. 
由 3) 知 x2mzs eg. 于 是 
(n—m— Qaim FE = [afm mad em) rim) Fy EQ. 


HA n-m-3=0 (mod p), 故 zt 1) e€ Q. FER REY. 由 于 imer = [tr 20] € 
Q, 所 以 2182, = 3E, emar] E Q. 今 


Er = (m+ ,kh— lkil...,s) € Ba- C Bln). 


则 有 
aE = (1f ep, cee?) € Q, (5.15) 
gem gE 一 [ep eB] EQ. (5.16) 
FER i € Yo, 则 cyan = [zy Emer] E Q. 从 而 
nT" pe = g(i)(—-1)"* [2 a+, cag] EQ. (5.17) 


由 (5.15), (5.16) 与 (5.17) 式 知 , 当 |8| t+ lo = HZ mtn—-1 Rf, Pr 6 Q. TF 4), 
Xf b= (Sy mtn 1) - (lol + u) 用 归纳 法 , TER ar ego AMEK a 
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引 理 5.9 i£ ġ € Der-.(K),t> 3. # dz“) =0, Vic Jo, RY d(x) =0, Yk € 
H,Vi€ Jo. 

证 明 因为 zt © Ken BE (ee) =0, 其 中 0<k<t HEM (2) =0. 我 
们 对 & 用 归纳 法 证 明 , 当天 > 上 时 g(t) =0. 因为 


(kes 


[2 ,zi = bo (Do ye 


并 且 由 归纳 假设 知 p(t) = 0, HE [s e] = 0, vje J. Ba 5.1 A gla) € 
K2. 因此 d(x) € K-20 Ke-o+=0. O 

引 理 5.10 dc Der (K), t > 3. # g(r) = p(t Dem) = 0, A pirt zi) = 
OFLie J. 

证 明 先 证 ie Jo 的 情形 . 若 t>4 则 d@nazy) = 0. Æ t= 4, A lamt) = 
c1, EF c eF 将 $ 作用 于 等 式 


[tm Bits, Em] = —2em airy 

可 推 得 c = 0. 故 也 有 Hzmzrizz) = 0. H 2-120 (mod p), Ho FAFSA 
[si cma] = (2 一 站 rem)zi 
可 知 pate) = 0. HF 2-1 =0 (mod p), 将 5 作用 于 
[r E-D ae] = (3 — Dall emg, 
可 知 (ol Yee de.) = 0. 利用 e, emri] = cary ,可 得 
Ham egi) = 0. 
因为 
(em geass, ata} + [Pe VP 2, Emrit] = oN — Orn, 


并 且 1-1= -1 (mod p), 所 以 p(s me) = 0. 

Mien. ER jeJ 由 上 面 的 结论 知 , Heme) = 0. 利用 [2m a;, 2525] = 
o(f)a™ a, ,可 得 dame) =0. O 

引 理 5.12 设 $EeDer_i(K),t> 3. 令 1= [让 表示 二 的 整数 部 分 . F do) = 0, 
Aj prem = 0, VEEN. | 

证 明 Bet, Woak<t. FH 


ad(o(2"*™)) = £42k -2< —t +i- 2 = 2. 


H glm) — 69, B k >i Wj 2k- t> At 一 lL 我 们 对 & 用 归纳 法 证 明 pam) = 
0. Misr < kif, ga) = 0. HRIH 5.10 知 amha) = 0, vie J 因 
为 tt 全 fDi] = rtm, vie J, PME HGE 5.1 Hl glet) E KNK = 
0. 口 
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推论 5.12 H de Der_.(K) t>3# Ht ZFH, A] oc”) =0, vken. 
WA 设 != (2). 因为 


2d(o(o\"™?)) = (21 — 2) —t = (~1~2) —t =-3, 


所 以 platmi) = 0. 由 引 理 5.11 知 otm) =0, VheEZ. o 

命题 5.13 设 1>3. tF0 (mod p), A| Der—.(k) =0. 

证 明 i de Der_.(K). ER ie Jo AW oe) E Ko, POAT oe) = cl, 
其 中 ccr 将 6 作用 于 等 式 e, om] = (2— tle), 则 有 一 tesl) =0. 因为 大 0 
(mod p), 所 以 c = 0. 于 是 G(x“) = 0 Vic Jo. 由 引 理 5.9 知 d(x) = 0, Yh € 
N, Yi € Jo. 

it 是 奇数 , 由 推论 5.12 知 g(t) = 0, VEEN, 

若是 偶数 , H= i, M plath) E Ka. 设 olam) = al 其 中 oem Ho EH 
于 等 式 


[ote Em] = (2 一 tjet) 


可 得 a = 0. 故 p(t) = 0. 由 引 理 511 知 gat) = 0, vk EN. 因为 1> 3, 
E O(a) =0,, Yi c Yi. 由 引 理 58 知 56=0. a 

命题 5.14 设 i> 3, t= 0 {modp). RAB VEN, 使 得 t= 二 pr 或 t= pz 
RY Der_:(K) — 0. 

证 明 将 :写成 p-adic 数 的 形式 : = 并? ap’, 其 中 a, 40. BoE Derk). 易 
见 和 zt Dee) € K poa = 0, prys?) E Ko ii 其 中 ie Jy. At Xp? H 
E t=0 (mod p), APL p” —1-¢t < -2. 因此 g(xvz 个) 一 0, vie Jo. 由 等 式 


p” ve ft 
[att P+) magt 9) =o(i) 的 gto 


与 (pe) #0 (mod p), 可 推 得 (c) =0. 由 引 理 5.9 知 pat) = 0, Vk € N, vi € Jo. 

车 t 是 奇数 , 由 推论 5.12 知 o(a tm) — 0, VEEN. 

F t EMY Wi=§. Ft =i an’ Æ iH padie 数 的 形式 . F ao £0, Ml pti, 
FRET ptt. 此 与 +=0 (mod p) FA. 故 ao = 0, AR t= 7, ap’. 

易 见 (2 Hm) E Kape = 0, Hz em)) € Kapea- AH tA 2p", DELL UA 
p’. FFE 2p" — 2-2 < 一 2, 因此 d(x") = 0. 由 于 


[ztG-m tem) plem) _ 9 i {E \ | Gem) 
名 一 1 p” 


以 及 (p) # 0 (mod p), (p) = 0 (mod p), FAA ofa") = 0. H3 5.11 
知 p(en) = 0, VEEN. B&R olz) =0, Vien. 由 引 理 58 知 p=0 0 
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命题 5.15 1) Æ t=p,v>0, 则 
Der -.(K) = spanp{ DF" |i € Jo}. 

2) # t=p”,v>0, A] 

Der ~.(K) = spanp{ DZ }. 

证 明 1) ik e Der_(K), HF t = p. BR Z KRM pt) = cil, 其 
Poa ehieh =p- adi, W pat = 0, YE J 由 引 理 5.9 
A y(r) =0, Vk EN. 由 推论 5.12 知 plm) = 0, Yk E N. 显然 (zi) = 0, vie Vi. 
由 引 理 5.8 My =0. Ho = 307)! aD! € spand D |ie Jo}. 

2) W E€ Der_.(K), 其 中 上 = 2p". Mi = 所 SR Z 次数 知 ofc) = cl, 其 
eek Sw=9-cDin, Ml o(2™)) = 0. 由 引 理 510 知 d(x) =0, VEEN. 

考察 互 RBM h(a) = Yaya") = 0, 其 中 te 而. 因为 


[s EHO ziztte9] = aa( t Jae. 
p” 


并 且 (4) #0 (mod p), 所 以 y(r“) = 0. 由 引 理 5.9 知 yat) = 0, Yk & NN. 由 引 
FH 5.8 Hl =0. 所 以 $= cD}, € spang{DF, }. 口 
定理 5.16 # n-m-3#0 (mod p), Al 


Der (K) = ad K Bspanp{ DP" {ic Yo,l <v <t- 1}. 


由 命题 5.6, 5.7, 5.13, 5.14 5 5.15 BEJA o 
定理 517 #n-m-3=0 (mod p), A 


Der (K) =ad K @ spanp{ ad (x'" ay} 外 spanp{ D7" | i€Yo,1 <u; <t;-1}. 


证 明 由 命题 5.6 M, F oe Ders(K), t> —1, WJ de ad(A(m,n,t)) = aK e 
spang{ ad (ztmz2)}, 直接 验证 可 知 ，ad (x')2")(K) CK. 于 是 由 5.7, 5.13, 5.14 与 5.15 
即 可 证 得 本 定理 o 
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81 同 态 实现 


在 本 节 中 , 我 们 构造 了 任 一 李 超 代数 到 w 型 李 超 代数 的 同 态 , 从 而 将 文献 [56| 
的 相应 的 李 代 数 的 方法 与 某 些 结果 推广 到 李 超 代数 . 

本 节 总 设 F 是 特征 数 不 为 2 的 任 一 域 . 4 A = AG A; 是 FF 上 的 一 个 结合 超 代 
数 , 并 且 仍 用 A 表示 与 结合 超 代 数 4 关联 的 李 超 代数 ( 见 第 一 章 例 1.7). 

显然 , 对 于 平凡 的 Za- 阶 化 (EIT 成 分 为 零 的 Ze- 阶 化 ), 域 了 是 一 个 结合 超 代 教 . 
设 工 = Wy@ 开 是 F 上 的 一 个 李 超 代数 , U(L) EL eR, 则 李 超 代数 的 平 
AA% L — r 可 以 惟一 地 扩张 为 结合 超 代数 的 同 态 es: U(L) 一 了 UIL) 的 Za- 阶 化 
诱导 了 U(L) @ UL) 的 一 个 Z2- 阶 化 , 使 得 UL) @ UL) 是 一 个 结合 超 代数 , 其 乘法 
运算 由 下 式 定义 : 


{z1 @ 72) (1 @ y2) := (—1) ey @ xzy2, 
w2,41 € bg(U(L)), 21,42 €U(L). AR, 映射 
L — (U(L) $ UD), 


z — z®l + 1ğ&z 


是 李 超 代数 的 同 态 ， 利 用 UL) BETA, 存在 惟一 的 结合 超 代 数 的 同 态 A : 
U(L) > U(L) @U(L), HH A(z) =z@1 + 1@z, WEL. 

RR ul: U(L) x U(L) 一 U(L) 诱导 了 一 个 线性 映射 4: U(L)@U(L) > U(L), 
EH u(x @y) = zy, Yey € U(L). Mew: UL) @U(L) 一 了 是 一 个 结合 超 代数 的 同 态 . 
因为 | 

euA(z) = cu(z@i + 1@z)=e(2z)=O=e(z), Vee L, 
所 以 我 们 有 cuA(z) = elz), Vz € UCL). 

BE Lo 是 工 的 子 代数 , 使 得 ACR) C ROR, KH RE Lo 的 泛 包 络 代 数 . 则 U(E) 

是 自由 的 左 RB > (uijiea 是 U(L) 的 一 个 R- 基底 . 定义 


Ug) = {f € Home(U(L),F) | 仅 有 有 限 个 ie A, 使 得 f (wi) £0}. 
设 
Uh = spany{f CUS? | Fira) = (—1) DN)e(r) F(z)}, 
其 中 ve R, ze U(L). ER f,g € UR, RANE RARER f 2g: U(L)@U(L) 一 ,使 
得 
U @g)(2@y) = (1 fagis), zy € ULL). 


红 AEEA . .73. 


引 理 1.1 (fF @g)Ae UR, Yf,g eUh. 
WA irer AFAR CRO R, RAN 


A(r) = dor Or}, 
i 


HH rjrj e R. M 
e(r) = euA(r) = X elri)e(ry). 


了 


任 取 z € U(L}. 设 A(z) = x: ai xh, 其 中 Tiat E U(L), 则 有 
{f@gaAtrm = (F @ g}{A(r)Alz)) 
el re) (Sn) 


= 1 P40 @ g)(rsrs ® rizi) 
a9 

= Y-t Wet dade HAED rg) g(r ry 
iÍ 


= 2 (D elr) (ei)elri)g(e) 
= So e(rse(rs) f(a)o(a), (1.1) 


HEB o = (18rd Aer HAli, Ze ger!) = 0, 显然 有 
er) = (—1) Std) ers). (1.2} 
车 (ry) =T, WI ef) = 0. 于 是 (1.2) 式 仍 成 立 . 将 (1.2) ARA (1.1) 式 , 则 有 


(egjAfm) = (MMOD erel) legle) 

= TD ta) AAAS) faala!) 
= {—1) dlodi) (£ cose) (fg) (£ Ti 他 i) 
= (OOMOMM EF @ 9) A(z) 


所 以 F@egAcUR. D 
利用 引 理 1.1, 我 们 可 以 给 UR FEM PRE: 


fo:=(f @g9)4, Jg € UR, 


WW UR 是 一 个 超 代 数 . 
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设 x EU(D),f cup. 我 们 定义 线性 映射 z+. 了:U(L) 一 ,使 得 
(x + Pyy) = (1 Dt Hyr), y € ULE). 
直接 验证 可 知 z .fe UR, 并 且 线 性 映射 


o:U(L) — Ende(UR) 


De ds 


是 结合 超 代 数 的 同 态 , 这 里 bel) = r f, vf EUR. 

引 理 1.2 设 是 如 上 定义 的 线性 映射 , 则 AE) C Der(UR), 并且 ¢l, : 工 一 
Der (Uf) 是 李 起 代数 的 同 态 . 

证 明 izet, fgeUi rEU(D. 设 


A(z) =J 2. @ xi, ti, 2; € U(L). 
则 有 


be(Fg)(x) 
= (- paan taoa) (fg)(zz) 


= (-1) (8 +49)+4@)) F e g)A(wz) 
= (14) (arr +atar+ere) fag) (£ zi ® =í) (2@14+18 ») 
= Sipola) f@o)aiz@2') 
cy (a(f)+4(e)+d(2)) (f @ {zi @ xz) 
= Sop polana) f(miz)g(2') 
N Pye (arata+rdta]+ate)atco (5, 9( 242) 
一 Te Aot (z a za]gfzg) 
. TD (treated) taot aa) Felz- gla!) 
= Dy ($a{f) (zi))g() 
TID ta ANE HAED (0998, (@) (at 


= DY (ps(f)@ 9) (as 8 21) + DONIO (FB galo) Ka 8 zi) 


上 


fl 同 态 实现 a5. 


= (92(f) 2 g)A(z) + CLEF @ pela A(z) 
= (b2(f)g) (a) + (-1" ( fb.(g)) a. 
所 以 和 (fg) = 62(f)gt(—1)9 4 Felo). 因此 加 < Der (UR), 即 (z) € Der (UR), Yz € 
L. # ob) © Der (UR). 因为 5: U(L) = Ende(Uh) 是 绪 合 超 代数 的 同 态 , HL ol, : 
L— Der (Ut) 是 李 超 代数 的 同 态 . o 
设 Lo) 是 李 超 代数 工 的 子 代 数 , 并 且 
dim(L/ Lo js = m, dim(L/Lyo) 7 = ^- 
我 们 可 设 
L= Lio @ Eei p D Fe, O Fem+i @ +>: @ Fes, 
其 中 8 = MHEN, ĉl, Bm € Lg, Em+l:'** ,Es E Ly. 设 U(L@)) 是 李 超 代数 Lio 
AIF ARE, 为 简便 , 记 R = Uw) FB = (ba Bm) E NG, WA eA = 
eheh... efm 于 是 e® e U(L). Hu = (iini) € Bln), 这 里 Bin) 如 第 一 章 §2 
节 所 定义 ， 则 {u} = fii, 和， iz}, lel = k. 今 = Eil Cig 7 Bags pi ee U(L). 由 李 超 
代数 的 PEW 定理 知 feie | BENG, v € B(n)} 是 左 R- HR U(L) 的 一 个 R- 基底 . 任 
B a€ NY, u &€ Bln), 定义 线性 映射 ar”: U(L) >F, 使 得 
sz (ree?) = (elr), 8) 5(u, v), 
其 中 r+ € R, 5(,) 是 Kronecker 符号 函数 , 由 定义 知 , 若 (8,v) Z lau), M cP r*(eMe") = 
0. 所 以 d(x 2") = d(e e") = dle“) = [ul € Z2. 
引 理 13 1) Rae NT, ve Bin). 则 如 上 定义 的 线性 映射 ce 是 [及 中 前 元 
Å. 
2) {a a" |a ENT, ue Bin)} 是 UR 的 一 个 F- RR. 
证 明 1) 由 李 超 代数 的 PEBW 定理 知 , U(L) 的 标准 基 元 素 可 表 为 rPe 的 形式 ， 
EP r ER, 8 ENT, ve Bin). W ea FS. ER r eR, WA 
f(r (rele 
= fàl’) 
= rr" ((r'reMe”) 
= (1) mle(rr)i(o BS (u,v) 
= (1) e Dee(mi(a B)6(u, v)) 
= (1) lel") (2 x"(ree)) 


= (-1)9 9M efr) f (ree), 


所 以 fe 如. 


:76 - HZR MSRM GRA 
2) 设 ge hg(UR). MIE g =D, g(eMe*)oM a. FEM UL) 的 一 个 基 元 豆 ree’, 
其 中 7 E RR, GEN, ve Bin). WA 
YO glee*)x 2" (ree) 
Ta gery el 
= (-1) Ple(r)g(ee"). (1.3) 
AF gee”) = 0, FA (1.3) 式 , 则 有 
> gee") a x “(reAer) v 
= 0 = (1) erge Pe) = gree”, 


若 gee”) A 0, M glee”) E Fy, HM d(g(ee")) = 0. TÆ dg) +de) = 0. 所 
以 dlg) = d(ee”) = d(e”) = Ju]. 由 (1.3) 式 , 有 
y glee r ze" (re!) e) 
= (一 DIOR) cfr) g(eMer) = glre®e"). 

PU g= Ean gee a AR {zw* | ae NG, u E B(n)} 是 下 线性 无 关 的 , 所 
VA {ale | ae NT, ue B(n)} E UR 的 一 个 F- 基底， o 

引 理 1.4 #acNp, A] Ale) = Docpea (Ze @ el 

证 明 设 a= (01,02, ,am), WA 


Ale) =A (i a) = Il (Ae;)™ 


j=l 


=]] 1+180)” 
j=1 


= (e1@141@e1)" +++ (em @1+1@em)}°™ 


= > (ze 6 1" (1 vay wee 
0541 <a, 


~ 一 
m (Em ed 1)? (1 名 jam Bm 
scion (x) ™ ) 


= 5 ii (5 ey ee | 


0< <a =l 
-5 (i (g)een) 
0-80 =1 

= 人 A) gle) og 


1<Asa 
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H u,v € Bin). 着 {uk} n {v} =e, WE X utv = we Bin), 使 得 {fw} = {u} uv {0}. 

W u,v € Bin). | {v} C {u}, DHE v < u. AS o < u, Vue Bn). WH v< u BR 
{EX u-v = w e Bin), 使 得 {w} = {u} {vo}. Fusv, ASu—v=¢. 

BR H utom, Mvtusw, HH u= wv. 

AY, = [mH, m+, 3}, HP a = men, Bunu o ue E VFA uuz e ,te 
互 不 相同 , 这 里 < n. 则 称 uu ur 为 一 个 排列 . 若 u < u < … < ux, 则 称 排 
列 uuz- ,mn 为 正规 排列 . 如 果 排 列 uiua- - -ur 经 过 r 次 相 邻 数字 的 对 换 可 化 为 
正规 排列 , 则 定义 sgn(wiwz…ug) = (一 1)". 易 见 sgn(wiwa -un) 是 由 排列 uiua: wg 
惟一 确定 的 . 

定义 1.5 hv = (vva ,vy € Bim), u = (uua' ue) € Bin), HA {u}n 
{yu} =o. 则 称 sgafol wa ue) 为 vs 与 刀 的 反 序 符号 , HLICH sen(v, u). 

引 理 1.6 Æ ue Bin), Al Ale") = Lucu BENY, u— ve” De", 

证 明 对 [ul 用 归纳 法 . 当 ul = 1 AY, WR e“ = ei, Rien. 则 


Ale“) = Ale) =e; @14+10e 
= sgn(@,uje” Qe" +agn(u, De" 2e” 
= > sgn(v,u—vje” Qe”, 
故 lu = 1 时 引 理 结论 成 立 ， 假 设 当 ol =r - 1 时 , 引 理 结论 对 v 成 立 ha = 
{u1 ua, cts y tty). 令 w =u {tt7), WA . 


{ve B(n) |v <u} = {v € Bin) |v < w} U {v0 + (up) jusu} (1.4} 


由 归纳 假设 知 
Ale*) = > sen(u,u' — oje Be. 


vee 


所 以 
Ale") = Ale” JA(ew) 


一 > sgn(v,u — vje” oe] {1 @ eu, + eu, @ 1) 


usu? 
= > sga(v,u’ — vje" Qe” “ex, 
vu 
t _ 
二 sen(v,u’ — -1 eeu ge 
sul 
= Z sgn(v,u— vje” @ e“ 
usa 


+ > agn{v 十 (urh u — (v+ (te) Jerr) Q et Cot Ger}) 


piu! 
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利用 (1.4) 式 可 得 
A(e") = $ sgn(v,u— ve” Qe". 口 


veu 


由 引 理 1.4 与 1.6 立即 可 得 以 下 等 式 : 


A(ee*) =A(e) A(e") 


= D (5) sgn(u, u — ve e @ el Mev”, (1.5) 


DLA Eo, vlu 


我 们 仍 简 记 2“) 为 zi ie Yo. Æ us {ij ie Y, ERE ct WH a. 

定理 1.7 BARU, 同 板子 结合 起 代数 Alm, n). 

证 明 agen, i<j RaeNngy, ve Bn), FH azo. {ER re RR 由 (1.5) 式 
知 


mn; (re e") = e(rjæz; (e e") = efre @ zf)A{fe(sjev] 


= e(r) a sen(v, u — v)(—1}"lz; ee” x; ee Bern) 
a (eenjait 


o<B<a 
因为 8 与 a- 8 至少 有 一 个 不 为 零 , 故 (ee) 与 mifete -9)es 9)] 至 少 有 一 个 
是 零 , 所 以 riz (ree) =0. 同 理 xjzi(re™e") = 0. 因此 
zizjfretc)e*] = -giti (ree). (1.6) 
{ER u € B(n), 由 引 理 1.6 知 


ziTi(re”) = e(r)aiz;(e*) 


= e(r)(2i Q 2;)A(e*) 
= > e(r)sgn(v,u— v)(-1}!"!2, (e”)a;(e*~") 
_ 0, u # (i,j), 
elr), u= (i, j). 
同 理 可 推 得 
Le 人 
—e(r), u = (i, 9). 
所 以 


Tiz; (re ) = —ax;2,(re”). (1.7) 
由 (1.6) 与 (1.7) AM, sis; = -rysi ij EN, i< j. RAH, 我 们 可 证 得 


tq; = aya), a EE Ny, ieY, 
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gy) — (e + e) z+) oa BENT. 


因此 Uz = Alm, n). 口 
由 定理 1.7, RITAK UR 等 同 于 Am, n). 于 是 有 


W(m,n) = 位 ADs | fi € UR, vie r} ， 
i=1 


其 中 Di € Der(Up), 并且 满 足 第 一 章 (2.3) 式 . > 
Lo = D € Dero(UR) | 满足 下 面 的 (1.9) R}, 
D(z z*) 一 SS lge- p(s) 
+ > (一 1 OrDdel-D ada, (x) D(a), (1.8) 
t=m-+1 
其 中 9 Eza. 
引 理 1.8 Wim,n)e = Ls, Y0 € Zo. 
证 明 HP De Le, 由 (18) 式 与 第 一 章 (2.3) 式 可 推 得 
Dan") = (È D(z:}D; + D oe] (zt(mzn)， 


1 一 了 十 1 


所 以 
D=} D(z:)D:+ J. D(zi}D: € Wim, n)e. 


i=l i=m+1 
反之 , 设 fDi € W(mmo HE f € UR, 0e Ze Hien, May) =e+1 利用 第 一 
章 (2.3) 式 可 得 


fD: (zz — (—1)@FDl¥I-D 2) 9, (2") (fD) (zi). 


因为 {7Di (z;) = 0, Yi € Yo. 所 以 , 由 等 式 (1.8) 知 FD: € Lo. Hae Vi, 同 理 可 
得 fDi € Lo. A W(m,n)o = Lo, V0EZ2. O 
| E t ERER, ic Yo, ye L 我 们 定义 


6 = py (20) eg (es) 
车 jE Yi, A (1.5) 式 可 得 
de, (ee") 
= (te, (209) (eer) - (2g, (21) (ee*) 
= (e249) fer) (em (6-2) afer 


:80 . 第 三 章 。 同 态 实现 与 不 变 据 过 


= (-1)!¥!_ (9) (e e"e;) 
— Ss: (5) agn(v,u— v) C (e e")) (rife Ser es)) 
0<f<a 
vAu 
=0. 
于 是 
Bes =0, Vj EY, VEEN. (1.9} 
引 理 1.9 t22 # dt =0, vel, Al 


yi gia — (—1) Morte y, gi = dy wai Yyy E b (1.10) 
证 明 由 of? =0 知 , de (2109) = 2-96, (0), 于 是 
Zo) ~ Med (zg), We € L. (1.11) 


利用 (1.11) AUR dr pya € Der(Ua) 可 得 

tr 和 — (“END yn - 5, 

=4' (v gt) 一 wt ed) (gg . z:)) 
(Tiden)ydtwa)ss . (in ged tb)es) (gn -x1)) 

= [ypa] «20 — yy » (2 (ya. m) 
+(-1)ddead,,, ， (zd yy -z)) 

= bg) 2 — (y 2M) (ya 24) — 29) (yp a ma) 
Hieni (yz. welt Ye) (y, zy 
+(—1) dv dws) pe-e (yo -nh oi) 

= fyn ya] a” — gD (gy vi) (ya 74) 
arl- De (yn, yo] ri) + (Dn ds) g- (go . w) 


(tai) _ glt Dew) ( 


= fy, ya) a [ya y2] - 24) 


=O) WEL D 
4 Uw) = spany{ jes £j | ri EL,1< k}. 则 
Uo S Vay SBo)c 


EUL 的 子 空间 的 升 链 . 任 取 ze U(L), 易 见 , 存在 i e No, 使 得 ze Ua). G(r) = 
0, vy € L, 任 取 Yi yr EL, 利用 关系 式 


,-1)d . 
wy—149 = Y-Y] + (yin VON ys 1, jazer 
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我 们 可 以 推 得 以 下 等 式 : 

Ml) = Dd donde) ge a tg) 012 
其 中 2<i<r; 

gil m ye) = (E erred dn) go (gy), (113) 
其 中 1<i<r 一 1 


引 理 1.10 Ht>2. RK g= 0 WR plU) =0, We L, il 
by, Waya- YR) = (Dade (ya ++ YR), 


其 中 ys EL, $=1,2,--- ke. 
证 明 利用 等 式 (1.10) 与 全) = 0, 可 得 


ya +O, (ya + ye) = (—1) Aer lead ge, (ys --- yp). (1.14) 
利用 (1.13), (1.14) 与 (1.10) 式 , 有 


by, (paya + Ye) = (—1)%e2) (devs) +--+ dona) $f, (yayaya) 
= (D ODA y. Af, (us +e) 
= y1 bya lya: + Yk) 
一 (—1) 40 (dtos)+--+divn)) $4, (ya +++ yey) 


= (pideyi, (yiya ae Yk). 口 


引 理 1.12 ¢{=0, YyeL, WEN. 

证 明 由 (1.3) 式 与 (1.9) 式 ,我 们 只 需 证 明 oi =0, 其 中 ye Lele: l? © Yo}. 下面 
对 t 用 归纳 法 证 明 % =0. 显 然 名 一 0. 假 设 锅 *=0. 我 们 对 归纳 证 明 %(U6w)) = 0. 
假设 ¢f(Ua—1) = 0. 

(i) Hy € Ley, ee" € Ua). Ha £0, RTF i= minți € Yo | a; #0}. 由 引 理 1.10 
5 ely) =0 可 得 

pyle e") = pe, (yelo*er) =ely)¢é, (eer) = 0. 

Fi a= 0, MY gie") = gt, (ye) = 0. BELA of (Ue) = 0. 

(ii) BE y =e, FEP Le Yo. SMe" € Uog. Hux 2, h (1.12) R, BIA 1.10 4 (1.9) 
式 可 得 


di, (ef e*) 一 di, (eu, eet) — Pn CO 二 站. 
WME u = ø, 由 于 gi 人) = 0 故 可 设 a Z40.> 


r= max{i € Yo | œ #0}, j=max{r,l}, B=a+t -Ej 
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5 =1, W g, (e) = 48, (€). Hao =r, H (1.12) K, HH 1.10 与 (1.13) 式 可 得 


glee) = of (ere) 
一 di, (ere) 
= gt (elter) 
= gi, (e). 


所 以 


gi, (e) = gt, (e®) 
= (e; x(t) (e _ {zt Ds) Q (ej- xi)) A (eS)) 
= O(te:, f + Ei) — > © f(tes — Ei, Yblei, B—¥ +5), 
o<7<p 
其 中 5，) 是 Kronecker 符号 函数 . F izi MERA. 
i=j BPA tei en WI S(ter, B+es} = 0. BW, iter — ei, y) lin B- yte) 
至 少 有 一 个 是 零 . 所 以 oi (O°) = 0. A B= ter e M 


btei, P +e == D (5) S(te, — Ei, hilen 8 —y + €:). 
o<y<A 

于 是 gi, (e) = 0, 从 而 66, (Ue) = 0. 

由 全 与 Gi), 归纳 法 完成 , 引 理 得 证 . 0 

定理 1.12 Hl APERE L ATRE, Edim (L/Loo))5 =m, dim (L/Lyo))7 
=n. 则 存在 李 超 代数 的 同 态 p: L— Wim n), RA kelp) C Loy. Aae, Æ Loy 不 
Eb tery aR we, 则 工 同 构 于 W(m,n) 的 一 个 子 伐 数 . 

证 明 由 己 知 , 可 将 工 表 为 


L= Loe Fer D- D Fem @ Femy1 D --- @ Fes, (1-15) 


HF s= m+n, ey em E Lp, Em+i t ,ea E Ly È R= U(Lo), $: L — Der(UR) 
为 引 理 1.2 中 定义 的 李 超 代数 的 同 态 . 任 取 ye Lo, HHO € Zz W d(dy) =0. 下面 证 
BB Øy E Wim, n)e. 

BeaeN®, u= (aryeBfn). 由 引 理 1.11 知 


by (x0) = rs De gs (ri). 
则 有 


dy (cx) 
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- (w II ry) zr 二 ze) (wz 


k=1 


m i—i m 
= (m sc») by (ae) ( Il dow) z" 


i=1 \k=1 k=i+1 


EE Bg (Ti za) Gy{tu,) ( ll zv) 
t=1 k=1 


k=i+1 


= Pa ahy) 
f=1 


r 4-1 r 
+ (—1)96-D+E+Dul-8 plo) ( za) ( ru) Gy{Zu,) 
> Hz) ( TE, 


3 一 1 k=1 


Lyla rg) 


m 
i= 


=> 
1 
+I Do (eG (eo) 
i=1 


= Seas ey (ws) 
i=l 


+ E CODODD, (ylw). 
4 一 ?2 十 1 
所 以 加 E Le. 由 引 理 1.8, Py € W(m,n)o, 故 lL) Cc W(m,n). 
H y € ker d, Mi dy = 0. EEA zily) = (dy (es) (1) = 0, 其 中 ie Yo. IRA, sly) = 
0, Vie Vi. A (1.15) AAPM y € Loy. AA ker C Lo. D 


§2 WSS 的 自然 滤 过 


WL=WRS. 在 本 节 中 , 我们 将 证 明 工 的 自然 滩 过 是 不 变 的 ; 进而 给 出 并 证 明 
TLSE 同 构 的 充 要 条 件 . 为 此 , RNR LES. 
设 Y 是 域 了 上 的 Z- 阶 化 空间 , 令 


O=WCUCKC:- CH=V l (2.1) 


是 Y 的 子 空间 的 一 个 升 链 . 我 们 约定 : 当 n 2 tht, Va = V; 4n<0t, vy =0. {E 
H kez, $ 
Mp = {f € pl(V) | FO) E Vite, Yi € Z}. 
AR, Æ k <1, M Me C Mi. FEH M =0, Mi= pl(V), [M1 Mi] © Mri, Yk E Z. 
设 5 是 pl(V) 的 子 集 , 车 存在 Y 的 形 如 (2.1) 的 子 空间 的 升 链 , 使 得 V) ce 
Vi, YE 3,4 二 1,… t, MRK s ATIE (2.1) 是 严格 上 三 角 的 , 或 简称 5 在 V 上 
是 严格 上 三 角 的 . 
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设 5 是 pl(V) WTR, 若 对 任意 z,y € S, A [zy] e S, WE S Æ pV) 的 一 个 
李 超 子 集 . 显然 出 时 sans 是 一 个 李 超 代数 . 若 子 集 8 是 严格 上 三 角 的 , 则 spans 
亦 然 . 如 果 pi(V) 的 子 集 5 的 每 个 元 素 都 是 V SRE, 则 称 5 HY. 以 
于 命题 的 证 明 方 法 取 自 于 文献 [56] 对 李 代 数 的 相应 问题 的 证 法 . 

命题 21 VFL Z- HZA, S 是 PHY) 的 一 个 李 超 子 集 . SAB 
HH, 并 且 工 := pans 是 有 限 维 的 , 则 工 在 V 上 是 严格 三 角 的 

证 明 我 们 分 四 步 证 明 本 命题 . 

介 令 0= {RC5|B 是 严格 上 三 角 的 李 超 子 集 }. 则 全 包含 一 个 极 大 元 素 . 

显然 人 是 一 个 部 分 序 集 ,并 且 人 0 非 空 , 若 (Radics 是 人 的 一 个 升 链 , 则 (spani) 
是 pl(V) 的 子 空 间 的 一 个 升 链 . 因为 工 是 有 限 维 的 , 所 以 存在 io © 1, (4G Uses (spanp Ri) 
C span Rio; 从 而 Uier Ri C epanrRio. AW span, Rio 是 严格 上 三 角 的 , 从 而 User Ri 是 
严格 上 三 角 的 , 于 是 UierRs €0. 故 9 的 每 个 全 序 子 集 均 有 上 界 . 由 Zom 引 理 知 , 2 
ARATE. 

(ii) $ Ren, ses. GF [s,r] € R, Yre R, W RU {3} ea. 

因为 R 是 严格 上 三 角 的 , WA Y 的 子 空 间 升 链 0 = vcnc CUR=YV, & 
FrV) CVn, WER, 1<i<t> 


W=W, Wi ={veV[rw)ewi, YeR} 
BR s(Wo) C Wo. 假设 s(W:) C Wi. FER v € Wisi, MI 
r(a(v)) = [r, se) + (-1) 94) slr). (2.2) 


由 [r,s] eR 以 及 Wis 的 定义 知 fr, s) © Wi. 因为 rv) © Wi, s(Wi) C Wi W alr(v)) E 
Ww, 由 (2.2) AA, r(slv)) € Wi, 于 是 ov) € Wi- 故 3(Wi4i1) C Wiri. 这 就 证 明 
T (W) C Wi, 1=0,1,--- t+. 

对 :用 归纳 法 容易 证 得 


WCW, We C Wi=0,1,.,t. 
由 已 知 , s 是 带 零 线性 变换 , 故 可 设 近 = 0. > 
Wy = 9 (Wi) + Wi 1S 9 Ek, 1 it 
于 是 有 
Wiz = 5° (Wi) + Wi = 9° 1(8(Wi)) + Wi oo? (We) + Wi = Wiji; 


Wi+i,k = a” (Wi41) +W = Wi, 


Wi = Ey (Wa) + Wia = Wit Wii = Wi = Wise C Wirk- (2.3) 
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所 以 我 们 有 子 空间 的 升 链 
0=Wie C Wie-1 C+ C Wio © War-1 CC Wan 


C Wag- GC Wie-10 C Wee © Wios. (2.4) 


3(Wi;-1) = s(s7 (Wi) + Wi-1) = sf (Wi) + 2(Wi-1) 

C#i(W)+Wii-1=Wy, i=1,---,t fok,k—-1,---,1. 

特别 地 , (Wixi) C Wer 由 (2.3) 式 知 Wo = Wie, 所 以 
s(Wik-1) CE Wi-10, 2=2,--- 48. 

对 任意 re R, 有 

(W, j-1) = re (Wi) + Wi-1) =r (st (WE)) +r (Wi-1). 
由 于 sa(Wi) C Wi, B r(t (Wi) C (Wi) C Wia. 义 因 为 r(Wi 1) € Wie, 所 以 

(Wiz-1) C Wizi + Wis = Wi-a G Wig. 


特别 地 , r(Wie-1) C Wie = Wi-1 0. 于 是 我 们 证 明了 RU {s} 关于 升 链 (2.4) 是 严格 上 
三 角 的 , & Ru {8} € a. 

(ii) 车 REO, FFA R # S, 则 存在 se S\R, 使 得 [sr] e R, Yr eR. 

由 已 知 , AV 的 子 空间 的 升 链 0= Vo CUCU = V, WER rV) Cc Vi-n we 
R, i=1,; 0 t BA pl(V) = M1, W RNA Mi £ SOM. AM. =0f RNA M= 
SNM. 4 

io = min{é | RN Mi G SN Mi} 
BR —-t<i<t—-1 Hse (SNM,)\(RNM,), M 
[s; r] € [Mig, M_1] E Miy-1. 


因为 5 是 一 个 李 超 子 集 , 并 且 7 < RCS, PB pr] es FE [sr] E SN Mag- = 
RN Mo-i, 因此 [sr € R. 

(iv) 由 D 知人 有 极 大 元 素 . 设 Ro 是 名 的 一 个 极 大 元 案 . E R # 5, 由 (iii) 知 存 
É 8 € 5\ Ro, WEIB [s,7] € Ro, Yr e Ro. Hi) WM RouU{s} en. 此 与 Ro 是 人 0 的 极 大 元 
BAB. 故 Ro = 5S. 所 以 S 是 严格 上 三 角 的 , 从 而 spans 是 严格 上 三 角 的 . o 

设 4 是 域 了 上 的 超 代数 ,{4o |k Ez} 是 4 的 Zo- 阶 化 于 空间 的 集合 . 若 满足 

(a) 1 k <1 Hf, Aw 2 Aw, 

(b) 440 S Aw Vk, LE Z, 
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(c) UxezAtey = A, 
则 称 {Au | k E Z} 是 A 的 一 个 下 降 的 滤 过 , 简称 [Au |k EZ} 为 4 的 一 个 滤 过 ,或 
者 称 A 有 滤 过 结构 (Au |k E Z}. 

“GRATER A = Ayn) 2 Arn 2 … D Aw = 0 是 起 代数 4 的 一 个 滤 过 时 , 其 
中 ”te No, 则 我 们 约定 : F k< -r MW Ag = A 4k >t, W Aw =0. 

TERNE charF =p>2. 令 LI=W 或 5, 其 中 W = W(m,n,t), S= S(m,n,t). A 
第 二 章 81 节 知 , b= Dh Ls eZ 阶 化 李 超 代数 . 当 上 一 W HAs E-l L= 
时 , A=E€—2. & Li = Bio; La, 则 


Li- 2 Loy D2 Loy D Laari =0 (2.5) 


Æ LAAR. 称 滤 过 (2.5) 为 三 的 自然 滤 过 . 

By e L. Æ ady Æ L MRR I, 则 称 y 为 ad- FE, 或 称 y 是 ad- ES 
的 . L 中 所 有 的 ad SICH RA ICA nil(L). AA LZ 阶 化 的 , 并 且 上 是 有 限 维 
的 , 所 以 L-i C niL}, Lay E nil(L). 

& Ms(F) 表示 了 上 所 有 的 sx s 矩阵 的 集合 . By = Di jo. tyrDj € Lo, 其 
中 ay EF, 则 令 


ny) = (CD Or Oras) e Ma(P). 


引 理 22 设 y= Di=126724D1 € Lo. oR y Z ad- FEA, WM nly) SRE. 

i AA LÆ z BERS, BEA L- 是 Lo- 模 .  p 是 Lo- 模 工 -: 所 提供 的 
表示 , W pty) = ady, Vy € Lo. SAW, oly) Æ L-1 的 基底 {D1, Dz,… ,Ds,} 上 的 矩阵 
E A=- (IOUO Oa) ”于 是 my) = At, 这 里 At RRE A 的 转 置 阵 因 
H y Ead- RBI, 所 以 ply) 是 吞 零 线性 变换 于 是 AEREE, MAT ny) ERF 
RE. 口 

引 理 2.3 hy= rr y EL, EP web: OSk SA. Hye nil(L), 则 ye € niL). 

证 明 设 y= yty, BIP yr € Le, y © Orp Li E Lory 因为 ye nil(L), 故 可 
设 (ady) = 0. 任 取 工 的 一 个 Z- FREE z, B ze Li, 则 (ady)*(z) =0. 另 一 方面 ， 


(ady) (z) = (ad(yx + y'))*(z) = (adur) (2) +h, 


从 而 (adys)'(z) +h = 0. 易 见 (adye) (z) E Leepa h € Lstitl) = Qizigi La 所 
VA (adye) (2) = 0. 于 是 可 知 (ady) (E) = 0, HK (adye) = 0. AUK yx eni(Z). o 
WE; HF ERY exs EME, CH 7) MERE 1, 其 余 位 置 元 素 是 零 . 显然 有 


Bij Erki = yr Bat- (2.6) 
Ë y = Eija aziDi € Lo, 则 


a 
nly) = So (yr Or Oa Es. (2.7) 


ig=1 
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4 Q = {y E€ nil(L) | ady(L) € nil{Z)}. 
引 理 2.4 y= KEL AP we Ls. RYE, A ya =0. 
证 明 ik y = ”> 4D, Rha e F 假设 y- 40, We 40K! 
EY := {1,2,… ,3), 使 得 i,j,& 是 互 不 相同 的 . 设 z= fv- Dalea), 由 计算 知 
z= apD， (=1)° OO eDi) — (LICH OOO+ OM ge Dy 


#=1 


= (—1)7 7) (a2 jD; + aajz,;D; + Ba,2j;D, + yasTkDE), 


其 中 


a= (177 Or@ f= (=r +7) | y= (1) trir), 


由 (2.6) 与 (2.7) 式 , 可 得 
nz)” = (-1)° 7 (ah at En + yal Bick 
FD OHO an aa E; 
HIPH OE Baa a?) Bip) . 
HA aa? #0, 所 以 nliz)” #0, HK n{z) PERRY. 由 引 理 2.2 知 , y, Dealerz;)] ¢ 
nil(L), Fey ¢ Oo. 此 与 已 知 矛 盾 , 这 就 证 明了 :=0 o 
引 理 2.5 设 y= oyi EL, AP y cL. Æ y EQ, A] yo=0. 
证 明 (BER yo 40. 可 设 yo = Di gar 0 TaDs, HE ay EF. 令 


i= min{i | ai #0, i,j Ee Y}, (2.8) 

t= min{j | aij #0, 4,7 EY}, (2.9) 
(i) ist KEE. + | 

k = max{j | an #0, 7 € Y}, (2.10) 


Wan #0. 显然 i<& 由 1<t 知 1<k. 所 以 我 们 有 
k & a 
yo = > aijziDy + > 3 Qij TiD;j. 
jst i=l+1 j=t 
#l=k tsk Aish HH Ist PU tHl Fe 
yo = utiDi + > > aijt: D;. 
4 一 ?十 1 j=t 


从 而 


E E , , AO 
myo) = anEn + Jo S(O Dos By = 
i=l] jot BC 
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其 中 4 是 :xi 矩阵 , CH (1,!) 位 置 元 素 是 ou 40, 其 余 位 置 的 元 素 均 为 零 . 故 4 不 是 
FES, 从 而 nu) RRA. 由 引 理 2.2 知 yo g nil(L). 由 引 理 2.3 Fly g nil(Z). 
此 与 ye 矛盾, 所 以 < 天 

t h e YN, k}, 刚 


rxD: = (—1)" OD (tate) E L. 
今 z= [yo, 24D, 直接 计算 知 


2 = mkžDı + y Qik TiD! 一 FDO EH granD. 
一 上 十 1 了 一 
易 见 , n) 是 具有 形状 (49) HR, 其 中 A = an kn 是 一 个 1x 矩阵, CRI (2) 
位 置 元 素 是 ax £40, 其 它 元 素 都 为 零 . 因此 ARBRE, 故 n(z) RAISER, 所 
BA z g nil(L). 由 引 理 2.3 知 [y,zxDi] ¢ nil(L). 此 与 ye OF KH. 

(ii) Ht <i. > k= maxfi | an 0,4€ Y}, z = [yo, ceDe). HF (i) TER ne) 不 是 者 
SR, 于 是 y dO. 此 为 矛盾 . Seb, Ty =0 9 

引 理 2.6 1) Æ z€ LoMni(L), y € Lay, MW as +y € niL). 

2) z:D; € nil(L), RP ij EY, Fj. 

Hike Y. Æ ijk ZH, A| ax;D, + bz:Dr € nil(Z). 

证 明 1) AR, {adr} UadLa) 是 pl(L) 的 李 超 子 集 . 由 命题 2.1 知 , spanz(fadzr}u 
adia) 在 工 上 是 严格 二 三 角 的 . 所 以 对 任意 ys Ly, ade + ady 是 工 的 等 零 线性 变 
$, 即 adis + y) ESA, 从 而 z + y E nil(L). 

2) 我 们 证 明 (adriDj) = 0. 不 妨 设 1 < j. 

(a) G@i<m Wiem Ekti 直接 计算 知 


(adz;D,)? (zo Dy) = Pal? PF) D. 
因为 z? =0, 所 以 (adx.D;)?(2a"D,) = 0. Fk = 4, 
(adz: Dj)? (2 2"D;) = Pr P de" D, — paP gO- gD. = 0, 
(b) 若 了 > mm, 当天 天 时 
(ada,D;)?(2'2"D,) = 0. 

X k =i ktt, 直接 计算 可 得 

(adz; D) (z z" D) 

= (1 PH Oade; D; (((—1)' — Lesa (2")D;) = 0. 


HX p> 2 所 以 (adz,D,)?(2™) 2*D,) = 0. 
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综合 (a) 与 (b) Al, (adxiD,)?(L) = 0, 所 以 (adasD,)? = 0. 于 是 2D; € nil(L). 

3) 由 2) 44 {x;De, 21D] = 0 知 , {adz;Dr, adzsD,} 是 pl(L) 的 一 个 李 超 子 集 . 由 命 
题 2.1 Hl spanp{adz; De, adriDt} 在 工 上 是 严格 上 三 角 的 , 故 ad{azjDx + bziDe) ER 
零 的 , Ya,b € F, 所 以 ac; Dy + briDy E nil(L). 口 

引 理 2.7 ijk ZH, 则 rix € 2. 

证 明 Hiei 5,4}. W 


rirt;Dy = (1) OD (merry) € Lo C nil({L}. 


y= Dan E L, HP y E Lh. By = Vi ad, Be EF, W eeey] = 
zo +21, 其 中 加 € Lo, 21 € Lay 进而 


4 
20 = [pss > a, 
i=l 


(1 OODE D a a Dy — (TOCO a D. 


由 引 理 2.6 BY 3) 知 , zo € Lonnil(t). H5 2.6 BY 1) 知 , zo +21 € nil(L), 所 以 ririDr € 
ao g 

4 Q = {y € nil(Z) | ady(Q) E 9}. 

引 理 2.8 Q= Ly. 

证 明 由 9 的 定义 知 , Lo) CO. 由 引 理 3.4 与 引 理 2.5 MIC Lay. Br 


[Eap Q] E (Lay, Bay} E Lay CQ, 


因而 Lay CQ. 

下 面 证 明 9 c LI. 令 y EQ, 可 设 y = Elay 其 中 € u. RR yi = 
Vier UD #0, 可 设 a £0. Sz = saD HHP jik e Y\fi}, j +k ASI 27 
H z Ee 2. EH [y,2] = ho + hi, FE ho = [y-1,2] € Lo, hi € Lay. AF a: #0, BRA 


ho = aetyDe + (1) P azr:Dp #0. 


由 引 理 2.5 ho +h go 此 与 ye QO FIR, HW y- =0. 

假设 yo A 0. 可 设 yo = Di aiziDi & 1 与 1 分 别 如 (2.8) 与 (2.9) 式 所 定义 . 
我 们 可 设 1 < t (t < i 的 情形 证 明 相 仿 }. Bk Mn (2.10) 式 所 定义 . 相仿 于 引 理 2.5 的 
前 部 分 证 明 可 得 ! < k. ER he YU, Kt}, & 2 = zpraDr ASI 2.7 A za en 
设 ly, 21] = gi + g2, HP gi = [yo, z1] € La, g2 € Ley. 由 计算 知 


a 
g1 =k TEn Di + D [和 
i=H41 


k 
TD OHH rg yenD;. 
j=t 
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( 若 产 < t, 上 面 等 式 中 的 au = 0, HP isli, 18). 则 有 


[Da gi] = (—1)° "Maye D + Dipl) OM ainaaDs 
4(-1)7 May sD + (1) EOE ONT Hr +7 gD, 


由 (2.7) 式 可 得 , 矩阵 (Dr g) 具有 形状 [各 8], 其 中 AH (-1) OM a Bu Rx E 
RE, EH GD 位 置 是 on £0, 而 其 余 位 置 是 零 , 所 以 4 RSE, 从 而 n([Ds,91]) 
不 是 和 宕 零 阵 , 故 [Dag] € nil(L). FH 5[FE 2.3 知 (Da, gi + g2) € niKL), Kg + g ¢ 0. HE 
与 ye 已 了 矛盾, 这 就 证 明了 加 =0. FRyela#HAQ=Ly. o 

引 理 2.9 以 下 结论 成 立 : 

1) Ley = {2 € L | [z, Lay] E Eo}. (2.11) 

2) Lig = {z € Lo-y | ie, EE vy), i21 (2.12) 

证 明 1) i T= {z €L |r, Lu] C Em) H Eo La] C Lay 知 Lo CT. 

反之 , 设 yeT ofi y= Ey Hy e Li. ya = Eia uD. ER i E Y, 
由 引 理 2.7 M1 zizfDk & 2, 其 中 jke Y\{ j £k AA y ET, aziDe € Lop M 
以 [y eiz; Da] € Lay. FÆ [y-1, zix; De] = 0, 从 而 


ozsDE + (—1) OCO Mg eD = 0. 


H ai= 0, ie Y. AW y-1 = 0, Milly E Lo BAT E Loy. HA Lo =T. 

2) B M = {z € Lu- | lz, E] © L-1). BR Lo © cu. 因为 [La A = 
[Lo Lp] E La- 所 以 Ly) EM. 

反之 , 任 取 ye M, Wy € Lan RAR y= Diy, RP y E Ly. e pii = 
E aour Oz" Di, 其 中 aou E F. $ a + 0, TIR ar #0, WE ye M, H ly, L-1] © Lg- 
FFE fyi, £1] = 0, 从 而 [Di,y_1] = 0. 进而 可 得 : 当 a 40 时 , caw = 0. Ha = 0, 
W u 4 2. PLO HES on = 0. 这 就 证 明了 w-1 = 0. A y € bw. 因此 M G Ly), 
Kly=M. oO 

定理 210 W 与 8 的 自然 浪 过 是 不 变 的 ， 

证 明 显然 Li 在 工 的 自 同 构 下 是 不 变 的 .因为 9 与 在 上 的 自 同 构 下 不 变 ， 
所 以 , 由 引 理 2.8 知 Lo) 是 不 变 的 . 由 引 理 2.9 知 , 当 i> 0 时, Lo 也 是 不 变 的 . o 

令 Gi = LoWerD 其 中 一 1 <i < à, M G: 是 Z- 阶 化 空间 . 设 G:= Oi Gi 
WU G 是 Z- 阶 化 空间 . oo t+ Luti € Gi, yt Lyr € Gj, 定义 


[z+ Lossy + Los] = [e y] + Laris. 


易 知 , 此 定义 是 有 意义 的 . 于 是 通过 线性 扩张 , 使 得 G 有 一 个 [, ] 运算 , 容易 验证 , 关 
于 这 个 [, ] 运算 , G 是 一 个 李 超 代数 . 称 G 是 由 上 的 自然 滤 过 族 导 的 李 超 代数 . 
引 理 2.11 GZL. 
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证 明 令 4: 工 一 G 是 线性 映射 , 使 得 
e(z) =g+ Lousy, 其 中 re Lay buri) 


直接 验证 可 知 , $ 是 李 超 代数 的 满 同 态 . 

Ry € her 和 Hy 4 0, 则 存在 i (i > -1), 使 得 y € Loen 由 oy) = 0 
Hl y + Luy = 0, 所 以 ye Lay. 此 为 矛盾 , My = 0. FE keg = 0, Am 6 BAA 
态 , 从 而 4 是 同 构 . 0 

由 # 的 定义 知 |， 


出) ={x + Lari |£ E€ Le} = {z£ + Lut |£ E Le} 
=Luy\Lu41) = Gi, i > 一 1 (2.13) 


设 m,n,m',n' 是 大 于 1 的 正 整 数 , t= (tye te) EN", E= (Hye te) E N. 
我 们 简 记 Lim, n,t) Fim’ n't) AHA L SR b= wks. GL ho, @ 的 
定义 相同 , 我 们 也 在 L PAREX Y i g. 

命题 2.12 LSL AoA LHL HP RH, A olla) = Ly, Vi>-1. 

证 明 显然 a(Ly-1)) = L-1) 并 且 o(nil(Z)} = nil(L’). 于 是 可 推 得 xn) = 9, KK 
而 o(Q) = Q. 由 引 理 2.8 知 , Q = Lay, Q = Loy, MK ollo) = Ly). 由 引 理 2.9 可 推 
WF alLa) = Ly Vi20 0 

引 理 213 E L&L, cA LEl r Hea. Ga 分 别 为 上 与 
的 自然 滤 过 诱导 的 Z- 阶 化 李 超 代数 , No 请 导 了 一 个 GAG 的 同 构 上 映射 5, 使 
得 (Gi) = Gi, Yi > —1. 

TER EC XAERH z: Ga O'ER 


Ga + Layi) = o(e) + Les): 
其 中 x+ Lary € Gi. 利用 引 理 212 可 知 , 5 是 合理 定义 的 , HEA 


(e+ Ley, y+ bety]) = olle yh + Luri 
= [o(z), o(y)] + Lasser 
= [o(z} + Losi oy} + Lut] 
= [Fe + Lorny) Fy + Lary) 


故 5 是 李 超 代数 的 同 态 , 显然 5(G1) = Gi, Vi > -1 从 而 是 满 同 态 . 

令 yekers, 则 yeG. 故 可 设 y= Diy HP we Gi 因为 G = L/Lery， 
所 以 可 设 yi = zi t Lary, 其 中 z € Low, TE (yi) = olz) + Lusty 因为 Fy) = 0, 
所 以 Di (ys) = 0, AM Sl) = 0. ABA alzi) + Liss) = 0, 于 是 ow) € Lery: 由 
引 理 2.12 知 z € go (Lia) = Luyis PU yi = at Log = 0, ÅP -1 <11. H 
Wey = 0. $ kero =0, 即 5 是 单 同 态 , Mio RA. o 


当 n=0 时 ， W(m, 0, t) 与 Sim, 0, t) 分 别 为 Cartan 型 李 代 数 Wi(m,t) 与 S(m, t). 我 
们 也 记 为 Lim, t), HA b= Wek S. 我 们 仍 用 Linn t) BAR Wonn, t) 或 S(m, nt). 
回忆 Yo := {1,2,---,m}. 
定理 2.14 Lim nt) S Lim’, t RRA m= m, nan’, ti = rt), 其 
Pic TAN 的 一 个 置换 . 
与 5. 令 G 与 GF 分别 是 上 与 上 5 的 自 热 滤 过 诱导 的 Zz- OLE HRS: GL 
是 引 理 2.11 中 定义 的 同 构 映射 . 同 理 , 我 们 也 有 同 构 映 射 8 : G' 一 三 .由 (2.13) 式 
与 引 理 2.12 知 
6(Li) = Gi, HL) = Gi, (Gi) = Gi, Vie -1. 
& y= (oy 59, 则 
P(E) = (P Ge(Li) = PV F) = (P) G) = Lh. 
因为 是 同 构 映射 , 所 以 (Lg) = LG, tUa) = 4, 于 是 
(Li N Eg) = LO Eby WEN) = NI, We > -lL 


特别 地 , (L Lg) = Ln 从 而 dim(L_1 Lg) = dim( N LS). FEE m= m. 
同 理 知 dim(L_1 N Lr) = dim(LL, N Li), FU n= n. & 
Qi = {x € L:N Ly | ada(L-, N Ly) = 0}, i> -1, (2.14) 


Qi = {z € LEN Ly | ada(L", N £4) = 0}, i2 -1, (2.15) 
则 Qi = Lm, tji Q; = Lm, Eyi. 设 Q = wpa Q:, g = Disi Qi 风 Q = Lim, t), Q' = 
L(m,2’). 由 (2.14) 与 (2.15) 式 知 YQ) = Qi, vi > -1, AT 4(Q) = @ 于 是 Lm, t) = 
Lim, t). 由 李 代 数 的 结果 知 ( 见 文献 [26| 与 [61]), 存在 Yo HEH r, (ETR ti = r(t), Yi € 
Yo. 必要 性 得 证 . 
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在 本 节 中 , 我 们 将 证 明 H 的 自然 滤 寺 是 不 变 的 ; 进而 得 到 了 两 个 H 型 李 超 代数 
同 构 的 充 要 条 件 . 

我 们 仍 设 H = H(m,n,2), Ñ = Àm, n, i), HP m = 2r 是 偶数 . 由 第 二 章 g WH, 
H = ii Hi 是 芯 阶 化 李 超 代数 . 令 Hon = Pis; Hi 则 


H = Hi- 2 Heo) 之 … 2 He- 2 Hg- = 0 


EH hA TER, 称 之 为 互 的 自然 滤 过 . 
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由 第 二 章 引 理 42 知 ,H 是 下 的 理想 . 由 第 二 章 引 理 46 知 


Ë =H@F(Da(22")) @ F(Du(2!?**#)), (3.1) 


有 从 而 下 = pE Bi 也 是 2 阶 化 李 超 代数 , 其 中 A. = HOW... 由 (3.1) 式 知 H; c 
Hi, Wi > 一 1. 

E OL Fe BRE Z- 阶 化 李 超 代数 , ye L 我 们 用 A) 表示 y 的 次 数 最 小 的 非 零 名 
齐 次 成 分 . 

SFB 3.1 i yy ye E ILMO). Æ {yi | i=1, jk} 是 线性 相关 的 , 则 Al) | 
i=1, kK} 也 是 线性 相关 的 . 

证 明 HA {y |i = 1,… ;全 是 线性 相关 的 ,所 以 存在 不 全 为 零 的 元 过 oa，… ,ar E 
F, 使 得 Li ays = 0. APP ar,--- ac 40, aii 一 … =a 一 0, 其 中 1<l<k. 令 

u = min{zd(A(y:)} | i= 1 ,0}. 


不 失 一 般 性 , 可 设 zdl) = w= bt; dA) > e, j= tly, 
A Li ays 一 0, 所 以 Ei aids) = 0. 由 于 aoc 和 和 故人 1i=1… 寻 是 
线性 相关 的 . o 

S Kim,n,t) = Amn, H 6 0%, Fet, WW Am, n t) BE Am, n AY Zo- 阶 化 子 空 
间 . 由 (3.1) 式 知 H = Du(AGn,n, £)). 

引 理 3.2 i 0#acAlm, n t}, 则 以 下 命题 成 主 . 

1) 车 Di(a] = 0, HP i€ Yo, A) ax) 40, 05k < i 

2) & TCV. € D(a) =0, vie T, 则 

a (H se #0, 0< ki Sm, VIET. 

STC. # Dila) =0, Vie T, M al [ep 2) #0. 

证 明 1) 对 用 归纳 法 当 = 0 时 结论 显然 成 立 . 假设 al! UO) 20, 
Pk<a. W 

Di(aztktei)) = Dirt) a) = gt Deda 十 z9 D(a) = ag(tk-Dea) #0. 


所 以 art") #0. 
2) RIBET = {1,2,… ,中 ,其 中 < mw 对 1 用 归纳 法 证 明 


i 
a (I se) #0. 
i=1 


1 i= 1 时 , 由 1 Max) 40, AER O < ki <m. BR a (Mice) 0. 由 已 
知 Di(a) = 0, 所 以 可 知 D: (a (Tzi 2") = 0. 因此 由 了 式 知 


i=l 
a (I ao) giti) #0, 
i=1 
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BP a( Tli 2%?) 40. 归纳 法 完成 

3) 的 证 明 与 2) FAT. o 

引 理 3.3 i g, ;名 E€ A(mn,t). Æ 2d(A(gi)) > 1, ¿= 1, --,k, A| {g | i= 
1 ,好 线性 相关 当 且 仅 当 {Da(9;) | i 二 1,… ,k} 线性 相关 ， 

证 明 必要 性 显然 . 利用 ed(g:) > 1, i= 1,… k, AR ker Dua = FL, BPA HEB ESF 
性 . o 

引 理 3.4 设 Duly) € hg(H), # Da(g) ¢ F1U spanp{Du(e'2")}, MAA fE 
BÉ A(m,n,t), 使 得 [Dalg), Dalf) #0. 

证 明 H g = Enun r", EH cau EF. FA = {(a,u)| cau £ 0} 

假设 存在 (au) e A, E u go, u AE ER ice (uj, j Ee Yuh HAN = 
{m+1, ,#8}. 则 


[De (9), Du (wiz;)] -va ( 》 cau(—1)°2Di(2")ery 


(a, we 


- > cals] #0. 
(auje 
车 对 任意 (au) e A, HA u= a Ru= E, RARA A TAPE. 
(i) g = Ea hat) + Dalpr PrF, kalo EF, A := {a ENG \{0} | ka #0} # Ø. fE 
I a e d TIR a 0, 其 中 ie Yo MEN, MA 


[Du (9), Da(zi2;) = Da ( YO kaolije a; 


ae Ay 
+ anan] #0. 
8 


(i) g = Palata, EF la E F. 令 An = {a END | la AO}. HH ae A, 
与 tE Yo, 使 得 Yq, 天 0， 取 了 Yh, WA 
(Du(g), Du(z:z;)] = Du ( 》、 ee #0. 


若 对 任意 i€ Yo, 均 有 ps =0, 则 可 设 a= (p57, -n wpm), 其 中 0< <t Vie 
Yo. 因为 Da(9) ¢ spanp{Du(on")}, 所 以 存在 ie Yo, WEIG L < ti. 故 
[Du (g), Da{z :e+eo]] 
= Dy 3D kao(i’) (e et re) glare tpl oa”) £0. n 
aE i 


设 并 是 了 上 的 李 超 代数 , De Der(L), $ HD) = dim(Im(D)). #T C Der(L), 定 
X HT}:= min{i(D) | 04 DET} 
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定理 3.5 Hs ad (hg(H)}| ， R(T) =s, 并 且 I(adDulg)) = s 4ER Ś OF 
Du(g) € spany {Du (2 £5)}. 

证 明 对 于 ye hgt), 我们 简 记 adaj, 为 ady. 直接 计算 知 , 当 jal + lul > 2 时 ， 
[Du(2 2"), Durs) = 0. 由 引 理 3.3 9, {[Du(2e*), Dn (zi)] | ie Y) 是 线性 无 关 
的 , 所 以 I(ad Da(2'2*)) = s. 

H Du (g0) € he(H), Ff A Du(go) ¢ spang{Du(22*)}. 下 面 我 们 证 明 Had Du(go)) > 
s. 设 A(Du(go)) = Du(g). 由 引 理 3.1, 只 需 证 明 I ad Du(g)) > s- 

& W = spang{Du(zs) | i € Yo}, Ve = spanp{Da(zi) | i € Yi}. Æ Dulg) € V, 
W g= Eja cysy BPG E Yo, a, EF. 为 简便 ,不妨 设 g= Th oxy, HH OA e € 
Fik<m 令 

M= {aie} | i=l, k} {xeitee) | iE YMI, kd} 
Ufaya: |i E Yipo {oP emy). 
由 引 理 3.3 知 {[Du(g), Da(f) | fe M} 是 线性 无 关 的 , 故 KaaDa(g]) > s. 

设 Da(g) € Vr, Wl g E spanp{zi | ie Yi}. 不 妨 设 9 = Vong ts HHO Ao € 
F,m+i<ti<s. $ 

Mi = {aiz; |é=m+1,--- si} U (ei tmg 124 | 一 十 1 3} 


Ufaerten) | 万 Yo} Uy {ete ih 


则 {IDatg),Da( 站 | 7 © Mi} 是 线性 无 关 的 , 所 以 H ad Du(g)) > s. 
令 Du(9) ¢ VoU Vr. 因为 Da(g) € he(H), BELA Dulo) ¢ Vg + Vr. 于 是 zdlg) > 2. > 


R= {i € Yo | [Dx(g), Du(2:}] = 0}; 
Ry = {i € Yı | (Du(g), Du(s:)] = 0}; 
Jo={ieR|i eR} 


可 设 Jo = {inte tut}. BE Ry = Cis inh ED A = RAND = fia ,it} 
Jo = finan kath J = YRU R UA) 因为 


[Du(9), Dules) = o(7)(-1)" 9 9 Dy (9), 
所 以 
Dy(g) =0 <=> [Du(g), Du(a5)] = 0. (3.2) 
SoM = Thren 2), AP ye 二 0,1,…,p 一 1, Yke Jo. ME 


ot = T] 29, 其 中 w=0 或 1 


JER 
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任 取 le Ja, 应 € {2, 3, "P 1}, 利用 {3.2) 式 可 算得 
[Da{9), Da(a P gtg] 
= Dulo(t Dy (gje Mata D, (3.3) 
ER ve J, 则 有 


[Du(g), Dafzozoyz9]j 
= Da(e(v’)(-1)7 4D, (g)z™ 2). (3.4) 


ARM R= DUJ, hANR=S. AW de Yo, HU OR =e. FFE [Du(g), Dalz) 4 
0, Vie Ja. H (3.3) RA Dy (g) £0. 由 引 理 3.2 的 3 A Delor 4 0. 由 引 理 3.2 的 3) 
知 De(g)a™a2? £0. 再 由 引 理 3.2 的 2) 知 


Dy (gs P gtg ADe) #0. (3.5) 
同 理 知 
Dy (gje Va? #0. (3.6) 


易 见 (3.5) 式 与 (3.6) 式 的 所 有 的 非 零 元 察 是 线性 无 关 的 . 由 引 理 3.3 知 , (3.3) 式 与 (3.4) 
式 右 端 的 所 有 元 素 也 是 线性 无 关 的 . 由 于 Jol = 2u, Ril = A, |Jz| = 二 所 以 形 如 (3.3) 
式 右 端的 元 素 共 有 preo- A. 同 理 , 形 如 (3.4) 式 右 端的 元 素 共 有 p**2*(s — 2u— 
2t—h}) t. 于 是 
T(adDu(g}) > p*2"(p — 2)t + p**2"(s — 2u — 2 — h) 

> 28th iy — aji + 2t (s — 2u — 2 — h) 

= "thp — At tes — (2u + h)). 
P 2u +h=0, M u= h=. At=—0, Ml R=R, =e. 所 以 [Du(g), Duie) 40, Vic Y. 
BAR {(Du(g), Da(zi)] | i € Y} 是 线性 无 关 的 . 由 引 理 3.4 知 T adDu(g)) > s. Ht > 0, 
注意 到 charF =p > 5, MA 


I(ad Du(g)) > (p— 4)t+s>s. 
Hdut+h> 0. #outh=s, il RUR, =Y. 所 以 
[Du(g), Da(zi)] = 0, Yi € Y. 


于 是 De(g) = 0, Vic Y, AT g € Fl. 此 与 zd(9) > 2 FA, 因此 0 < 2u+h <s, 
Bli<2u+hk<s-1. 从 而 有 


T(ad Du(g)) > 2°*+"(s — (2u + h)). 
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因为 当 1<z<s~1 时, BR 2° (2 - x) RH, 所 以 
I(adDu(g)} > 2{s —- 1) = 28 -2 > 8. a 


引 理 3.6 H fi= gth, 其 中 fighi e Amn th 1=1,2,--- kb. 如 果 {gi | i= 
1,2, k} 线性 无 关 , 并 且 spanp{g; | i= 1,2, ,k} Nspang{h: | i= 1,2,---, kK} = 0, AB 
Z {fe | i= 1,2,--- ,k} 线性 无 关 . 

证 明 #4 AA =0, HP h eF, Wh kyi dkh 于 是 


k 
Y higi € spanp{gi | i = 1,--- , k} Nspang {hn | i=1, k} =0. 

因为 {9g; | i = 1,--- k) 线性 无 关 , 所 以 ui = 0 i = 1,… ,k， 这 就 证 明了 {f | i = 
1,--- 1k} 线性 无 关 . o 

定理 3.7 i(bg(Der (H))) = s, 进而 1D) =s 4 Ef Š 0# D € span {ad Dy(2""2*)}, 
其 中 D € hg( Der (H)). 

证 明 由 定理 3.5 知 I(adDu(z("Mz5)) = s. 因此 I(hg( Der(H))) <s. @ De 
hg( Der (H)), 并 且 I(D) < s. 由 第 二 章 引 理 4.20, 可 设 


m ti-l 


D = ad Dylg) + 464+ » 2, ci ( ad Di)”, 
FEP k, cy €F, Du(g) € bg(H), 6 = adh. FEIER cy fk WR. 
假设 cs #0. Sr = max{j | o £0}. 设 l 
G={a € A(m,t) |a =p +1, p“ —1 <a; <p*, i=l, dlith m}. 
4aeG, WA 
D(Du(2™2)) = Dalers P a" + y), 
其 中 y ER rAr 的 F- 线性 组 合 , HA A > 1. 由 引 理 3.6 与 引 理 3.3 知 
{Du (cea? e" +4) | a EG, ue B(n)} 
是 线性 无 关 的 . 于 是 ICD) > (p-r > s, WS ID) ss 矛盾. 所 以 每 个 ci 均 为 
零 , 因而 
-© D= ad Du(g) + ke. 
4 d(Du(g)) = Dalf), 这 里 A(Da(9)) TRA Dul) 的 次 数 最 小 的 Z 齐 次 成 分 . 
车 zd(Da( 则 = 一 1, 则 Da(f)e WUW, 并 且 
A(D(b)) = A(( ad Du(f))(6)), Vb € H. (3.7) 
由 引 理 3.5 知 (ad Duff) > s, 于 是 由 (3.7) ATA ID) > s. WAAR, 所 以 2d(Du(f)) 


>0. 


op. | SIF ” 同 态 实现 与 不 变 滤 过 


BE k AO. 若 zd(Da( 用 )>1 令 
Mz = {Du(2x") | læ] + {ul = 3}, 
则 8(5) = b, Vb € Ma. 所 以 
(D(b)) = AC ad Du f))(b) + ko (b)} = hp) = kb, Yb € Ma, 


故 {A(D(b)) | b E Mo} 是 线性 无关 的 . 因此 KD) > s. 此 为 矛盾. Æ zd(Du(f)) = 0, W 
可 设 f= leet ary {2 2p), 其 中 ae EF. & 


t 
Ms = {ps (Tre) |t= l,e- n} 
i=l 


Uf Day(s g”), Dyfri t 2) | i= 1, vee ir 


U{Dr {at 2*) 1, 


其 中 r= 号, 直接 计算 知 


Lk=1 


A D(B)} = C Dr 人 ono) + s) (b) #0, Vb E Mz. 
考察 (D(b)) 的 Z- 次 数 可 知 (A(D(b)) | b E Ms} 是 线性 无 关 的 . 所 以 HD) > s, 亦 为 
FE. 因此 k=0. 那么 D = adDu(g). 再 由 定理 3.5 可 得 I{hg( Der (H))) = 3 并 且 
TDD] = s += Dé spang{adDa(e™az*)}. O 
Am n EN, m= 2r', n > 1. He = (th, HE N™ . PE, 我 们 可 定义 李 超 
代数 H(m’, n't’), Him, n’, t} 与 Hir, n’, E). 令 n= (ri, mT 4 Tatts 其 中 i = p“ -lt= 


1,--- mm’. & sl =m’ ta, B={m +l ym te). 
命题 3.8 i H= Hm, nt), H = Him n t) & 
R = spang{Du(2™sz*) EH | lal + |u| > 2}, 
R = spang{Du(2'2") eH | [a] + jel > 2}. 


# o AH SH tkt, 则 (局 = R. 
证 明 BD, PRAY D o a Do!, YD e Der(H), 是 Der(H) 到 Der (H’) 的 同 构 映射 ， 
于 是 Der(H) = Der(H'). 从 而 I(hg( Der (H'))) = T(hg( Der (H))) = s. 由 定理 3.7 知 


o(span,{ ad Dy(a'2")})o—* = spanp{ ad Dyle"? zE )}. 
直接 验证 知 


R= fy € H | (spany{ ad Da (22*)})(y) = o}, 


§3 HAARE :99 ， 


R' = {y € H | (spang{ ad Du(22*')}) (y) = 0}. 
则 有 


(spang{ ad Da (zo®)}) (o(R)) 
= o(spang{ ad Du (225) }a T (a(R) 
= o(spany{ ad Da(22*)})(R) 
= o (span, { ad Du(2"2”)})(R)) 
= o{0) 
=0, 
所 以 o(R) CR’. Bo (R) CR, AMR’ Co(R). AE RR. a 


设 H= Hi1) 2 Ho D2 Fes) 2 H-3 = 0 是 H 的 自然 滤 过 ， mu Hoy = R. 相 
仿 于 引 理 2.9 的 2) 可 证 得 


Hi = {z € Hiu- | [z, H] (m Ha_n}, Yi> 1, (3.8) 
同 理 , 对 H = Hem’, n, t) 的 自然 滤 过 , 也 有 Hig =F’, 
Hy = {2 € Hu- | BE, 卫 ESEHG_ 0) Vi > 1. (3.8) 


由 命题 3.8, 等 式 (3.8) 与 等 式 (3.8) 可 得 以 下 命题 . 
命题 3.9 Ho XH FH tAth, A oHa) = iy, VE > 一 L 
由 命题 3.9 可 得 以 下 定理 . 
定理 3.10 互 的 自然 渡 过 是 不 变 的 ， 
定理 3.11 H(m,n,t) SHm, n t) 当 且 仅 当 m= 二 mn 二 Ww, 并且 


全 有] {trte }} = 人 区 区 {ths fF} 


证 明 ERRAR. 下 面 证 明 必要 性 . i H = Him, nt), H = H(m',n’,2’). 
完全 仿照 引 理 2.11, 2.13 与 定理 2.14 的 证 明 可 知 , FEE HOB) H' 的 同 构 映射 y, 使 
得 $(Hi) = Hi, vi > -1 于 是 yH- Hy) = HLL 5 考察 维 数 可 知 , m = w. 
由 w(H-1n Hy) = HLH, HA, n= n. 相仿 于 定理 2.14 的 证 明 , 进而 可 得 Him, t) ~ 
Hàm, t). 由 李 代 数 的 结果 知 ( 见 文献 f16])， 


Hin tv}, “4 {tr, te }} = [ith t r {f tr}}- 
定理 得 证 o 
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下 面 讨论 李 超 代数 K(m,n, 引 的 渡 过 不 变性 , 其 中 mm = 2r+1 是 奇数 . Km, nt) 
AK. 由 第 二 章 85 节 知 K = O kK: Fe Z- 阶 化 李 超 代数 , 其 中 


K; = spang{2(e" | i = fjall + |u| — 2}. 


令 Ky = Bir; Ki, WW {Ky | 7 > -2} 是 K HP PR, 并 且 Kory = 0 
这 里 , 4 n-m-3 £0 (mod p} 时 , A = fall +n- 2; 54 n —m—3 = O (mod p) 时 ， 
A= |x||-+n—3. 沿用 特征 零 域 上 无 限 维 K 型 李 代 数 的 名 称 , 我 们 称 K 的 此 滤 过 为 
不 可 缩 滤 过 (noncontractable filtration). 

引 理 4.1 设 f ehge(K), f 40. Æ f ¢ spand sf), AK PERAE y 5y, 
2a(yi) > 0, 4=1,2, 使 得 [fuh yo] 线性 无 关 . 

证 明 1) 设 Di(P =0 vee YH. 则 的 每 一 项 均 为 teztw 的 形式 ,其 中 ko E F. 
于 是 了 仅 有 以 下 两 种 情形 . 

(i) 2d(f) = jal- 2. Wf sarc, Ho xo eF APE fac”. 我们 有 


a1 := [f,21%m4i] = mal) emy #0, 


Z2 :一 [f, T1Tm+1| 一 zw 天 0. 


显然 21, zo 线性 无 关 . 
(ii) 2d(f) < hæl- 2. 可 设 f = Soca kar ™, 其 中 和 AAC Alm t), ka €F, HHA ka £ 
0,va Ee A. Rijen, #114 Hd. =2-T7 a, WA 
zi := [f, Em] = 》 kala 一 2am)2™, 
aca 


za :一 [六 pmzi = > ka (Xa 一 Om a Ti 


aca 


za := [f, tmt] = > Koren” gi. 

车 存在 a € A, 使 得 am £0 (mod p), 则 Xa — 20m, Aa — am Fo PED 
数 不 是 p 的 倍数 . 因此 21, 22 与 zs 中 至 少 有 两 个 是 非 零 的 . 显然 ,zi,z2 与 z 中 非 零 
元 是 线性 无 关 的 . 

假设 对 任意 ae A, 均 有 a=0 (mod p). FFE a € A, EH Aa #0 (mod p), 显然 
此 时 z1,z 与 zs 均 不 为 零 . 于 是 他 们 中 任意 两 个 都 是 线性 无 关 的 , 若 对 任意 o€ A, 
均 有 Ag 三 0 (mod p), FER o € A, 则 存在 ie {1,--- m—1}, HB o: 40. Rey, W 
有 


[f, tmity] = kao (dr am +++ £0, 
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[f cua] = kaoli)e x; +. ZO. 


GR Z 次 数 知 , [fime] 与 [f rur] 是 线性 无 关 的 . 

2) 存在 te Yi, EE Def) A0. 则 了 只 有 以 下 两 种 情形 . 

(a) D(f) 40, Vie Yo. 因为 f 是 Zz- AKEE, Af ¢ spany{z"z5}, 所 以 存 
在 je Ya, ER D) =0. 故 可 设 faoMe+..., Rudge, oA E, HHH 5 iu 
则 有 | 

z = [frr = —2 1 22, + £0, 


za := [fi ryn; = zf pry +--- £0. 


易 见 , zi 中 不 全 项 anes, HHO Aa e F, 所 以 ,zz 线性 无 关 . 
(b) FE i € Yo, EE DEO) = 0. 若 Di( 门 关 0 vi € Ya, WAT F = aaa t, 
其 中 m < m. TETEE kO S k < ti), E Oae 20. 则 
z :=[f, oP ede a] = (—1) g gP") pE- (mt) +---#0, 
za = [ft O mya) = ("te mt 十 .天目 


BW, 21,2 线性 无 关 . 
BE j c Yi, 使 得 Df) = 0, 则 可 设 


f= zp + ager”, 
Biv 


其 中 ago E F, uF Ø. 由 D;(f} 一 0 知 , j é {u}, j ¢ {v}. 由 D; (f) =0 知 ， Qi, i < Mi. 
Wile {uj}, 由 定义 1.5 A, 
Di(x) = sgn((t), u — (ja. 
所 以 
zi := [fz] = (—1)!legn((), u= (eat Oa; + #0. 
由 Oi E ii Al, 存在 KE {0, 1,- . sÉ; = 1}, 使 得 tad £ 0. 则 有 
z2 := |f, wp g] = (-1)' sgn (it), u — O 40) gu-<t> +: £0. 

易 见 ， 41,22 线性 无 关 . 引 理 得 证 . 口 

RWG J = Ym}, Ja = Yo\{m}. 

引 理 4.2 it n—m—3 #0 (mod p), 0 £ f €spang{z™az¥}. A] Tad f) = 3 +1. 

证 明 设 22% < Ko, 并且 ox" Zam. 直接 计算 知 [2% 2? 22] = 0. 因为 

[2 2” am] = —(n—-m—3)e' 2 #0, 


[rE g] = ol Ja 0, vie Jo, 
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(zr,1 = 2r me” #0, 
la, z] = (1)"sgn((iy, B— (x rE £0, WE 下， 
所 以 I(ad (zz5)) = 5 41. 于 是 引 理 结论 成 立 。 口 
定理 43 B n-m-3 4 0 (modp), f € hg(K) A f ¢ spanp{z' rE}. M 
I(adf)>s+1. 
证 明 由 引 理 3.1, 我 们 可 用 A(f) EE f 因此 可 设 E PKR. 
G) 先 证 明 [7,1] = 0 的 情形 , 由 [81 =0 知 Dm(f)=0. 令 
R={i | i€ Jo, [f,2:] =O}, 
Ri = {i lie Yi, [J, z] = 0}. 
(a) Ë RU R =J, Nj Df) = 0, Yie J. 又 因为 Dm(f) =0, 故 可 设 f=1. 则 有 
[fz = [1,25 24] = 2m, 
Brut Iad f) > (p—1p™ 2" > mtnt+lastl. 
(b) @ Ri =ø, |R| <1. # |R| = 0, B} R= ø, W {fe |ie J} 是 线性 元 关 的 . 


4 |R| =1, WR R= {1}, W {r)i E AO} 是 线性 无 关 的 . 
如 果 27 Yer Dif) 40, AW Delf) =0, K 


Dm (f - I z:D:(f)) =0. 


由 引 理 3.2 知 
[Fs] = (2f — E Dp) se 40, 


其 中 天 = 1,2,…,p 一 1 # 2f -部 ,yziDi(f) = 0, 则 对 任意 i CV, wR = @ 
A D. 由 引 理 3.2 知 


[atas] = (HPD "m # 0, 
其 中 =1,2,…,p 一 1. 于 是 
I(ad f) > (s-2)+(p-1) >s-24+4>841 
(jt o4 RUR AI BI =e R| eR}. WHR = {iita 4}. 


& J = R = {iu+1; ~- state}, R= {jne jh}. i h = {i stutkhs J = 
ARU RUN). & 


a = [[ 2" > Ye =0,1,---,p—1, 
ke? 
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对 任意 1e Jo, FER A € {1,2,… ,p 一 1}, 有 


f, gD) pig Ber) 一 ol ID(s 27x et); (4.1) 


SHER ve J, WA 
if, aMetz,| = ol 1 UN gO) ga (4.2) 
由 引 理 3.2, 相仿 于 定理 3.5 中 相应 的 讨论 知 , (4.1) 与 (4.2) 式 右 边 的 元 素 不 为 零 , 并 
且 所 有 这 些 不 为 零 的 元 素 是 线性 无 关 的 . 从 而 可 得 
I(ad f) > p**2"(p — 1)t +p"? (s — 1 — 24 — 2t — A) 
> p™2 (a — 1 -— 2u -— h + (p—3)t). 


i 2u +h > 0. Æt>0, WA s>4 可知 
I(ad f) > 2+ (s — 1- (2u +h) + (p— 3)t) 
= Feth a — (2u + h)) +27 ((p — Bt — 1) 


> 2(s—1}+2 = 28 > 5 十 1. 
#t=0, 由 于 s>4, 则 有 


I(adf) > p’*2"(s—1—(2u+a)) 
= ((p— 2) +2)"*2"(s—1— (2u + h)) 
> (p—2)*2"(¢—1— (2u +h)) + 24" (s — 1 — (2u + h)) 
> 2(2t*(s—1-(2u +h))) 
> 2(2(s—2)) = 4(s—-2) = s+ (38-8) > a +1. 
BduthA=0, Musk =0. AA RUR 42, HU t>o He> 1, Ml Mad f) > 
(s—1)+(p—-3)¢ > s-1+4> 3+1 Ht =1, Ml Ri = Ø, |R| =1. H (b) # Mad f) > s+. 
(i) (f,1] 40 的 情形 . Hie vy. EË Iz) =0, 则 


OF [f,1 =—[f, [z ai] 
一 一 [下 zz ~ (DP [za, [f, 24] = 0. 
EAFA, M elti + R= {4 € Jo |f 2] =0}. 
(a) Ro BRE. Rick Bier WA 
a(i)[f, 1] = [六 [zi, sz]] 
= (If, 24), ry] + [zs fee] =O. 
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此 与 [f,1] AO 矛盾 , 于 是 gR PHM R= {1,2} SI = fi’ [ig 
bb}, A =Y\J. 令 
G = {hep +--+ kiev |O< ki <p~ 1 i=1,..,t). 
FER g € spanp{z™ | a < G} 我 们 断言 : 车 [f,g] = 0, 则 9 = 0. 否则, Æ g 4 0, 
取 g € span, {x | a € G}, HEM [f,9] = 0, FFA zd(g) 最 小 . Æ zadig) = —2, WH g =1, 
则 if, 1] = 0, FĀ. 车 zd(g) > —2, 则 存在 iE {1, wre it}, 使 得 Di (g9) a 0. 于 是 
0= [z4 [Fg] = [fes fl, 9] + (9 [F, (mi, gl] 
= [f, [eag] = [f, o@De la). 
所 以 Lf, De (g)] = 0, 此 与 zd(g) 的 最 小 性 矛盾 , 因此 断言 成 立 . 易 见 [f e] 40, vi e A. 
因为 IGI =p, [A] =m+n-— 1- 2t, 所 以 
Iad f) >p + (mt+n— 1 - 28) 
21 +t{p-1)+{m+n-—1-— 28) 
=m +n + (p—3)t 
>m+n+2t>s+1. 
(b) BE R= ø, W [fa] #0, Vic Jo. 由 引 理 4.1 知 , FEER b 与 bo, zd(by) > 
0, j = 1,2, Ë [fb] 5 [f, bo] 线性 无 关 . 于 是 
{IF 1, [f xsl, (f, b] | ae J, j= 1,2} 
是 线性 无 关 的 , 所 以 Madf)>st+1. D 
引 理 4.4 Hn—m—3£0 (mod p), 并 令 T = spang{zz"}. R] Nork(T) = Kooy. 
证 明 ER r" € Key, WY lal + Jul > 2. Hels" Fam, WM aat, 227] = 
OET. RAW [en 2'P%2*] = {n-m -3j < T, 所 以 Kio) C Nork(T). KZ, 
Ë y € Norx(T), 则 可 设 y = y-2 + y-1 + yo, 其 中 ya © K-a = FI, y-1 € K-1, wo E Koo). 
由 fy—2ty-1+yo,2 a") eT 可 推 得 yz =0, y- = 0, BY y E Kooy, FÆ Nork(T) C 
Kio. 因此 Norx(T) = Kio. 口 
设 K’ = Kim‘ n, t). 令 T= (ri ) E = gn’ +1,--- sm! +n, 并 设 一 
spanrfztr eF}. 由 引 理 4.4 知 , Norg (T) = Kio): 
引 理 4.5 i n—m—3 #0 (mod p). Æ o XK BK 的 同 构 映射 , 则 cf(Kto) = Kio. 
证 明 由 引 理 4.2 与 定理 43 知 , o(T)=T'. 因为 
lT] ET => [o{x),o(f)| ES) Ve €K, 
所 以 , 由 引 理 4.4 知 


o(K@)) =o(Norg(T)) = ofz € K | [z,T] CT} 
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= {a(x} € K' | f,T] CT} = {olz) € K' | [o(z), T] CT} 
= {z € K' | [2,7] € T} = Nory (T^) = Kiop o 

4 p: Kio 一 PIHKAKo) 是 映射 , 使 得 
e(z)(y + Koy) := [x,y] + Kay, Ve E Kay, Vy EK. 


直接 验证 可 知 , p 是 Ko) 在 空间 K/Ko 上 的 一 个 表示 . 

引 理 4.6 KuDAKm 是 AKo) 的 惟一 的 极 小 不 变 子 空间 (这 里 的 不 变 子 空间 为 
非 替 的 不 变 子 室 间 )， 

证 明 显然 KC_uAKom 是 Ko 的 不 变 子 空间 , 设 M 是 aKo 的 一 个 不 变 子 
空间 , 任 取 y+Ke) eM, WR y=1+y', EP y eK. Ml 


[titm 1 +y] + Kio E€ M, Yi € Jo, 


所 以 [sizm,1] + Kyo, € M. 于 是 2 + Kw) € M, Vi € Jo W Ki_1)/Ka S M, A 
而 Kc_y/Kw) 是 AKo) 的 惟一 的 极 小 不 变 于 空间 ， o 
引 理 4.7 Ho XK SK! 的 同 构 映射 . 若 ec(Km) = Ko 则 aKo) = Ki- 
证 明 与 p 的 定义 相同 , 我 们 可 定义 Ko 在 空间 K'/Kto, 上 的 表示 o- 由 引 理 4.6 
可 知 , Ky 1y/ Keay 是 r (Kio) 的 惟一 的 极 小 不 变 子 空间 . 因为 Kono 是 (Keay) 的 
极 小 不 变 于 空间 , 所 以 oe(K(-w)/o(Kem) 是 p'(e(K(w)) 的 极 小 不 变 子 空间 .由 已 知 ， 
cfKo)) = Kio), BE o(Ky-1))/Kjo) 是 p (Kio) 的 极 小 不 变 子 空间 . 由 惟一 性 知 ， 


o(KD)/Keo) = Kiy /Keo) 
因为 aK) 2 o(Kio)) = Kio ML (Koy) =K A 
相仿 于 引 理 2.9 的 2) 可 证 得 以 下 等 式 : 
Kw = {t E Kay | Ky] C Ka-}, Yi 2 1, (4.3) 
Kw = {2 € Key | fe, Key] E Kay}, Vi > L (4.4) 


由 引 理 4.5, 4.7 与 等 式 (4.3), (4.4) 可 得 以 下 命题 . 

命题 4.8 Hn—m—3F0 (modp). #0 XK BK’ 4 Fl ARH, a olKra) = 
Kig, Vi > —2. 

以 下 定理 是 命题 48 的 直接 结果 . 

定理 49 H n-m-3#0 (mod p), WK ORD BRA E Gh. 

Hn—m-—3=0(modp). $ K = K Ẹ spany{[2 2"). AHS 2.17 A, 
K = K, K]. 从 而 K 是 李 超 代数 K 的 理想 . 特别 地 ，ad (ztmzsJ(K) C K. 

命题 4.10 i n—m—3=0 (mod p), A 1(hg( Der (K))) = s. % D € hg(Der(K)), 
则 UDj=s 444% 

o7ADeE spanp{ ad E) 
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证 明 利用 22" on] =-{n- m- 3) = 0, 由 引 理 3.3 的 证 明 可 知 : HOF 
De spane{ ad (2"2*)|,}, 则 TID)] =min=s. 于 是 (hg Der (K))) <s. De 
hg( Der (K)), 并 且 1(D) < s. 由 第 二 章 定理 517, 可 设 


D= ad f+ 3° Ý cuj(ad D)”, 
其 中 sek, cs e F. 下 面 用 定理 3.7 的 方法 证 明 cij = 0. 假设 a; £0, > r = max{j | 
ay #0}. 设 


G= fa E A(m,t) | ar =p", pi < ai < mi, Vi € YUR. 


FER a € G, 则 


D(z!) 2") 一 Cg +y, 
其 中 y E {ras | & z0) 中 某 些 元 素 的 F- 线性 组 合 . 由 引 理 3.6 知 
Ce +ty|aEG, ue B(n)} 


是 线性 无 关 的 . 于 是 (D) > p- 1)" 12" > 8 此 与 (D) < s 矛盾, 故 6 = 0. 
因此 D = adf, 其 中 f EK 于 是 仿照 定理 43 的 证 明知 : 若 f g spanier}, 
则 Iad f) > s 从 而 ,1(D) = s 4 HAUK 0# D E spangf ad(x2")|,}. 0 
引 理 4.11 设 n-m-3=0 (mod p). Æ o XK #| K' 的 同 构 映射 , 则 a{Kio) = 
K’. 
证 明 设 R= Ko R =Ko A n-m-—3=0 (mod p) 可 知 , [rtt] = 0. 于 
是 可 得 以 下 等 式 


R= fy eK | (spanrfztzs])t) =o}, 
R= {u EK'| (span, {2 ze }) (y) = o}. 


利用 命题 4.10, 相仿 于 命题 3.8 的 证 明 , 可 证 得 o(R) = R, B o(Ke@)=Kyy. 0 
命题 4.12 设 n-m-3=0 (mod p), o Æ K $] K 的 同 构 映射 . 则 ofKa) = 
Kip: Vi 2 一 2. 

证 明 由 命题 411 知 aKo) = Ko 于 是 由 引 理 47 知 , oK) = Ky. 因为 
等 式 (43) 与 (4.4) Æ n—m—3 = 0 (mod p) 时 也 成 立 , 所 以 可 得 Ka) = Kip, Vi > 
1. a 

以 下 定理 是 命题 4.12 的 直接 结果 

定理 4.13 KRn—m—3=0 (mod p), M K 的 不 可 缩 浇 过 是 不 变 的 . 

定理 4.14 K(m,n,t) = Kim, w, t) $8448 mam, n=n,tn=t, 45 


{{t1, ty}, etta {tr, ty }} = {fit}, wets {t,, ty }}. (4.5) 
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证 明 充分 性 是 最 然 的 . 利用 命题 48 与 4.12, 相仿 于 定理 2.14 与 定理 3.11 的 证 
H, 可 证 得 m= m, n= n, 并 且 李 代数 Kim, t) F Kim, t) AA. 由 李 代 数 的 结果 
知 ( 见 文献 61), 有 tm = tm, 并且 (45) AIR. o 
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我 们 知道 , 特征 零 的 有 限 维 单 李 代数 均 具有 非 退 化 的 结合 型 . 但 对 有 限 维 单 的 模 
李 民 数 和 特征 零 的 有 限 维 单 李 超 代数 来 说 , 铺 况 并 非 如 此 . 本 章 的 目的 是 确定 具有 
非 退 化 结合 型 的 单 的 有 限 维 Cartan 型 模 李 起 代数 . 特别 地 , 我 们 将 证 明 四 类 Cartan 
型 模 李 代数 均 无 非 退 化 的 迹 型 . 


$1 单 李 超 代数 的 结合 型 


在 这 一 节 里 , 我 们 将 讨论 单 李 超 代数 的 性 质 , 特别 是 与 结合 型 有 关 的 性 质 . 应 说 
明 的 是 , 我 们 只 是 选择 了 一 些 必要 结论 , 目的 是 在 本 章 最 后 一 节 决 定 有 限 维 Cartan 
型 李 超 代数 的 结合 型 . 

约定 基 坡 下 的 特征 不 等 于 2 所 有 的 李 超 代数 均 是 有 限 维 的 . 

回忆 单 李 超 代数 的 定义 : 一 个 李 超 代数 L 叫做 单 的 , 如 果 工 没有 非 平凡 的 Z2- 
阶 化 理想 , 并 且 [L, L] # 0. 

根据 定义 , 单 李 超 代数 可 能 含有 非 平凡 的 非 22- 阶 化 理想 . 然而 , 事实 并 非 如 此 ! 
也 就 是 说 , 单 李 超 代数 不 含 任何 非 平凡 的 非 22- 阶 化 的 左 、 右 理想 (不 管 是 否 为 22- 
阶 化 的 ). 为 证 明 这 一 结论 , 我 们 给 出 下 面 的 引 理 . 

引 理 1.1 设 工 是 下 上 革 李 超 代 数 , 了 是 工 的 奇 线性 变换 , BP r(Le) C Le WOE 
Za. 如 果 


r([z,y]) = [2.7], Yr,y € L, (1.1) 
Rr =0. 
证 明 由 于 7 是 齐 次 的 , 所 以 ker 是 工 的 Zo- 阶 化 子 空间 . 由 (11) 式 知 , kerr 
E LÉ Zo- 阶 化 左 理想 , 从 而 是 Za- 阶 化 理想 . 由 工 的 单 性 , 知 7=0 或 7 是 单 射 
假定 7 是 单 射 , 我 们 欲 推出 矛盾. 设 ">,y c bg(L), B di) = di). 由 (1.1) A 容易 
得 到 
[r{z), 7(y)] = —7 (ly, 2)]). (1.2) 
注意 7 是 奇 的 , 并 且 d(x) = dy), 容易 看 出 等 式 (1.2) 总 是 一 边关 于 z,y 是 对 称 的 , 另 
一 边 是 反对 称 的 . BAZ, 2r?{lw,zj] = 0. 因为 charF A 2, r 是 单 的 , 所 以 [y,z] = 0. 这 便 
证 明了 


[Le, Le] = 0, YP € Ze. (1.3) 


7([Le, ZefT) C [Le,7(L9,7)] © [Le, Ee] = 9. 
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再 次 利用 7 的 单 性 , 得 ILo, Lei] = 0. 
综 上 , 我 们 得 到 [L L =0, FET LEE o 
注 从 上 面 的 证 明 可 以 看 出 , 引 理 1.1 对 无 限 维 单 李 超 代数 仍 成 立 . 
现在 我 们 来 证 明 前 面 提出 的 有 趣 结论 , 即 
命题 1.2 单 李 超 代数 不 含 任 何 非 平 凡 的 直 、 右 理想 (无 论 是 否 为 Z- 阶 化 的 )， 
证 明 设 工 = inel 是 单 李 超 代数 . 定义 线 竹 变换 


ri bok 


使 得 


r(x) = (—1)°@ 2, Yr € hg(Z). 


容易 验证 + BERR LAA. 利用 > 可 以 表示 的 任意 元 素 y OB 齐 次 分 
My, = 1 (y+ (-1)*r(y)). 由 此 可 知 下 面 的 事实 成 立 : 


7 的 子 空间 Y 是 Z2z- 阶 化 的 <=> r(V) CV. (1.4) 


假定 7 是 工 的 一 个 非 平凡 的 左 理想 (PERE Z- 阶 化 的 , 下 文 同 ), RA eh F 
盾 . 因为 + 是 工 的 自 同 构 , 所 以 有 


[L rD] = FL), r) =r(L,D)) = r(). 


这 说 明 rt) IRE L AEA HEZA I+D nr 亦 是 工 的 左 理想 , 进而 , 利 
用 事实 (1.4) 并 注意 到 于 = 1 可 知 T+r( DTnr(D 是 Zo 阶 化 堪 理想 , 从 而 是 Z- BY 
化 理想 . 由 工 的 单 性 , 有 


T+r( 门 = 工 INr(D=0. (1.5) 


Le = {y + (-1)’r(y) | y € I}, V8 € Zo. (1-6) 


这 只 需 证 明 包 含 关系 “c"”. ER x € Lo. HK (1.5) A, FTE y EI, ze rl), PB x= ytz. 
注意 ze Lo, 有 


z= z(u + (D'r) +5 (2+ (rl) (1.7) 


利用 7? = 1, 可 知 上 式 右 边 的 (2 + (D ra) BF (1.6) 式 的 右边 . A (1.7) 式 立 
知 (1.6) 式 成 立 ， 
利用 (1.5) 式 , 有 子 空间 直 和 L= Ter). 因而 可 以 定义 线性 变换 


Ti: LoL 
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使 得 
ry) =, Tr) =r), WET. (1.8) 
下 面 我 们 验证 * 满足 引 理 1.1 的 条 件 . 由 (1.6) 式 易 见 
r(Lg) = Ly, (Lr) = Ly, 


Bp T 是 奇 的 . AAG, 为 验证 {2.1} xk, FER rye L. 根据 (1.5) 式 ， 可 设 ¥= Yt ye, 其 
Hy EF, y er 人 .注意 到 工 和 (7) 是 左 理 想 , 由 7 的 定义 有 


7({x,¥]) = 7([e, y] + [e y2]) 
= le] — [e y] 
= [r, y — ya] 
= [z,r(y)]- 


这 就 说 明 7 满足 引 理 1.1 的 条 件 , 故 有 = 0. 这 矛盾 于 r = 1. 

对 于 右 理想 的 情形 , 可 作 同 样 处 理 。 口 

现在 我 们 讨论 李 超 代数 的 结合 型 . 设 工 是 F 上 李 超 代数 , 和: 工 xL 一 F 是 双 线 性 
的 . 如 果 

(1) A 是 超 对 称 的 , 即 


Mz,y) = (—1) Ay, 2), Va, y © hg(L); 
(2) A 是 不 变 的 , 即 
A([z, yl, z) = A(z, [yy al), Yz,y € L, 


则 称 入 是 工 上 的 一 个 结合 型 . 

在 单 李 超 代数 的 情形 , 我 们 将 在 下 面 命 题 中 证 明 , 定义 中 (2) 蕴涵 (1). 

李 超 代数 /上 一 个 双 线性 型 > 称 为 偶 的 , 如 果 Lo, Lopa) = 0, 对 任意 9 € Za; A 
称 为 奇 的 , 如 果 XMLe, Le) = 0, 对 任意 9 € Zo. 

命题 1.3 设 工 是 单 李 超 代数 ,下面 的 结论 成 立 . 

1) 上 上 的 不 变 双 线性 型 均 是 超 对 称 的， 

2 上 上 的 结合 型 或 者 是 非 肖 化 的 , 或 者 是 0. 

3 二 上 的 结合 型 或 者 全 是 偶 的 ,或 者 全 是 村 的 ， 

AE FARRAR, 则 工 上 前 所 有 结合 型 互 成 比例 . 

证 明 1) 设 入 是 5 上 不 变 双 线性 型 . 对 任意 ryz E hg), 有 


A(z, ly zl) = (Ie, yl), 2) 
= —(—1)%)9 Ay, £], z) 
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= (- iN hy, (x, 2) 
= (- 18290 (1940) (y, [可 
= (- IEK y (Ly, 2], x) . 


由 荆 的 单 性 , FY [L L] = L. 故 上 式 说 明 是 超 对 称 的 . 
2) 设 入 是 上 上 的 一 个 结合 型 . 令 
rad(L) = {y € L | A(z,y) =0, Yz € D}. 

由 和 的 不 变性 , DA rad(L) 是 工 的 左 理想 (未 必 是 Z- 阶 化 的 ). 由 命题 1.2, 9 rad(Z) = 
0 或 rad(D) = 五 即 ,或 者 是非 退化 的 , 或 者 = o. 
3) WAL LSM, MAH rg +d, RE 

dale, xg 一 和 |- xz 和 |zoxre = 0, Vô E Zz; 


向 | xz， =0, {Lx Lo = Alistar VO € Za. 


BR, ÀT: ÀT 仍 是 L 上 结合 型 ， 且 Ag ERN, AT 是 奇 的 . 

车 因 =0, 绪论 已 成 立 . (RUE Ag #0, 由 2) H 条 是 非 退 化 的 .所 以 L = {25( ,9)1 
y EDL). 注意 Ad wel, ye lL. 容易 验证 , 存在 惟一 一 个 工 的 线性 变换 7: L L, 
使 得 


Aq(z,y) = M5 (7, TN)), Va,y € L. {1.9) 


我 们 来 验证 7 满足 引 理 1.1 的 条 件 . B y E Lo, ge Zo. 对 任意 ze Lo, 由 {1.9) 式 并 注 
意 到 条 是 奇 的 , 有 
Afs. 7 (y)) = Az(z,y) =0, Yr € Le. 
因 s ERK, 并 且 非 退化 , AERAN ry) e Loi 故 r(Le) C Lon A +r RAR 
性 变换 . 
另 方面 , 对 任意 ry, e L, H (1.9) A, 有 
(2,7 (yd)) = Ar(2, by, 
= A{[z,, 2) 
= Aq{{z,y],7(2)) 
= Asle, ly, 7(2)). 
注意 到 As 是 非 退 化 的 , 由 z 的 任意 性 可 知 


r([y,2]) = y, r(2)], Yy, z € L. 


这 就 证 明了 7 满足 引 理 1.1 的 条 件 , 故 7+ =0. 由 (1.9) 式 , Eao 这 就 完成 了 3) 
的 证 明 . 
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4) RAN 是 工 上 两 个 非 平 风 的 结合 型 . 由 1) 知 ,XX 均 是 非 退 化 的 . 仿照 3) 的 
证 明知 , 存在 惟一 的 线性 变换 LL, 使 得 


Aa, y) = A(x, 7(y)), Yzy € L. (1.10) 
设 k 蚌 7 的 一 个 特征 根 (注意 F 是 代数 闭 的 ), z 是 相应 的 特征 向 基 . 由 {1.10) 式 , 有 
Aa, z) = XN (x, kz) = (KA'V(2, 2), Ve € L. 


注意 到 2 A 0, 上 式 说 明 结 合 型 — kX 是 退化 的 . 由 1), ZA A- k = 0, BA = 
ky, 口 

在 特征 零 的 傅 形 , 有 限 维 单 李 代数 均 有 非 退化 的 结合 型 , 但 对 李 超 代数 来 说 , 情 
形 并 非 如 此 . 这 是 有 限 维 单 李 超 代数 分 类 问题 的 最 主要 困难 . 在 特征 p(p > 0) 的 倩 
形 , 我 们 知道 , 某 些 单 李 代 数 不 具 有 非 退 化 的 结合 型 ; 我 们 将 在 本 章 的 最 后 一 节 证 明 ， 
对 单 李 超 代数 情况 也 是 如 此 . 

命题 13 的 4) 说 明 , 对 代数 闭 域 上 有 限 维 单 李 超 代数 来 说 , 只 需 构造 出 一 个 非 退 
化 结合 型 就 够 了 (在 存在 的 情况 下 ). 命题 1.3 的 3) 告诉 我 们 , 考察 单 李 超 代数 的 结 
合 型 时 , 可 将 问题 简化 为 只 考虑 偶 或 奇 的 结合 型 . 然而 , 在 实际 工作 中 , 往往 无 需 这 
般 . 


§2 单 矿 阶 化 李 超 代数 的 结合 型 


在 本 节 中 , 我 们 约定 工 是 代数 闭 域 了 上 的 有 限 维 李 超 代数 , charF A 2. 我 们 将 研 
究 单 z 阶 化 李 超 代数 L 的 结合 型 {参见 [46], (60). 关于 阶 化 李 代 数 的 结合 型 的 工 
作 , 请 参见 文献 [1] 与 [13]. 

我 们 需要 一 个 有 尖 甩 阶 化 空间 的 引 理 . 

引 理 2.1 KhVW 是 F 上 有 限 维 Z- 阶 化 安 间 .  Home(V,W) 具有 Z- 阶 化 结构 


Home(V, W) = ,-zHome(V, W}, (2.1) 
其 中 
Homg(V W): = { f € Home(V,W) | f(Vj) C Wits Yi E ZY. 
证 明 先 证 明 Home(V,W) € Dicez Home(V, W). 设 pr Æ V(RR W) 在 VÈ W) 
EMRE, ic Z. 注意 Y 5 w 是 有 限 维 的 , BA v Ww) 的 恒 同 映射 可 以 写成 有 限 
H id = Eiez pre ER f € Home(V,W), WA 


f =idwo foidy = 》 pr;o f opr,. 


对 和 任意 vē Ve, kedZ, 我 们 有 


pr, o f opr, (v} = 5;,0pr,(f(v)) E Watt = Wer a_ay, 
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所 以 pr, o f opr, € Home(V,W)i-;. 故 “C” 成立. 反 包 关系 及 (2.1) 式 右边 的 直 和 都 是 
BAA. o 

推论 2.2 设 工 是 2- 阶 化 李 超 代数 , 则 L* 有 子 空 间 直 和 分 解 L* = Oelk") 
其 中 

(Lh = {p € L" | p(x) = 0, Yz € Lj, j # i}. 
证 明 F 具 有 平凡 的 名 阶 化 : Fo =F; Fi = 0,0 A4i€ Z 由 命题 2.1, 有 
(Eh = {p EL" | p(l) C Biss, Yi EZ} 
= {pe L“ | p(x) =0, Yz € Ly, jx -i} O 
+: 车 VW E LR, Wl Home (Vv, Ww) 具有 模 同 构 
(z+ f)(v) = x Flv) — (DD fw -v), 

其 中 fe hg(Home(V,W)), x € hg(L), ve V. HE, VW È LE Ze eX 
请 参见 [46]), 则 (2.1) 式 给 出 Home(V, W) 的 一 个 至 BME. 对 推论 2.2, 也 有 相 
应 的 结论 . 但 在 这 里 , 我 们 不 想 在 此 方面 展开 讨论 . 

命题 2.3 KR L=, Li AREY 2- 阶 化 李 超 代数 , 和 关 0 LEIE 
合 型 . 那么 

H As Lj) =0, #itjgxs—r. 

2) Ac Lix Ears > F AER IY, —r Si ss. 

证 明 1) 由 命题 1.3 的 2) 知 , ^ 是非 退化 的 . 定义 映射 p : 工 一 五 ,使 得 

p(z)(y) = A(z, y). VE, y EL. 
显然 p 是 线性 的 , 因为 kerp = rad(%) = 0, 所 以 w 是 单 射 . 根据 推论 2.2 L° RA Z 
阶 化 . 再 由 引 理 2.1, o 可 分 解 为 e= Diez ee, 其 中 pt E Hom(L E). 下 面 我 们 来 证 
BA: kere; E L RERE RUE Z- 阶 化 的 ), jez. 由 o 的 定义 及 和 的 不 变性 , 有 
(iz. yl) (z) = plz) {ly, z]), ve,y,z € zhg(Z), 

这 里 , chg(L) := Už, Ls. 从 而 ， 


P e(l) 2) = 2 vl) (ly z). 


Hiz, 
ps (x,) (2) = plell 2]), YF € Z. (2.2) 


Aly; eZ 齐 次 的 , 所 以 key; E LH zZ 阶 化 子 空间 . BV BZ 阶 化 空间 , 我们 
用 zhg(V) 表示 VV 中 的 名 齐 次 元 家 的 集合 . 在 (2.2) 式 中 令 > e zhgf(kerej), WH 


ps{lz,y)(2) = 0, Va € zhg(ker ys), Vy, 2 € zhg(L). 
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由 此 立 得 
¢3([z,y}) =0, Ve € zhg(ker y;), y € zhg(L). 
进而 ， 
pi{[z, 0]) = 0, Yr € zhg{ker p;), b € L. (2.3) 


ER a € kery;, H key; LA Z BPS, 所 以 有 a = a, KP a en 
ker(y;). 再 由 (2.3) 式 , 可 得 


pille, b]) = 0, Va € ker wp;, bE L. 


Ek [a,b] € ker pj, Ya € ker yj;, bE L. 从 而 ker y; 是 工 的 右 理想 (RUE Za- 阶 化 的 }. 

y 是 线性 空间 同 构 , 所 以 它 必 有 非 零 的 Z 齐 次 分 基 . 设 p; #0, 则 keg 
是 工 的 真 右 理想 (未 必 是 2Z2- 阶 化 的 ). 由 命题 1.2, 知 ker yp; = 0 即 yp; 是 单 的 . 随 之 ， 
有 yi(L-r) #0, p(s) #0. AA L = Diol) AA -s < j-r, jts sr 这 样 ， 
DAR j =r — 9. Hp = Grae. 

FER z€ Li, i€ Z 则 p(w) = prala) € (L")ier—s- 注意 FF 的 五 阶 化 是 平凡 的 .所 
以 , 对 任意 ye 五 , 有 


Az, y) = plz)(y) =0, Ei +j Zer. 


2) 注意 和 是 非 退 化 的 , 由 MRE o 

我 们 知道 李 超 代数 L 的 侦 部 分 15 BERR BW Ly STR EL E 
伴 糊 表示 下 , 将 工 视 为 HE- 模 . 由 李 代 数理 论 , 工 关于 fH 具有 权 空 间 分 解 . 为 了 完整 ， 
我 们 做 一 简要 回顾 . 

H H EF ERREI 9: H 一 gl(V) 是 H 的 一 个 有 限 维 表示 . ha: HOF 
是 一 个 映射 . 署 


Va = fv EV | An(h,v) EN: (oh) — alhjidy) "P w) = 0, Yh € H} . 


Ë Va #0, WA a: HF ERAS op BUR V) 的 一 个 权 , Vo 称 为 权 a 的 权 空间 . 我 们 
陈述 大 家 热 知 的 Zassenhaus 定理 , 它 的 证 明 可 以 从 任何 一 本 李 代 数 书 中 查 到 {例如 
文献 [56]). 

引 理 2.4 (Zassenhaus) 设 妃 是 代数 闭 域 下 上 的 者 零 李 代数 ,，p :五 一 BY 
是 互 的 一 个 有 限 维 表示 . 那么 V 是 其 权 空 间 的 直 和 TY = aca Va. 

命题 2.5 设 工 是 F 上 有 限 维 李 超 代数 , HA 55 的 一 个 震 替 ( 李 ) 子 代数 BL 
关于 HORE MMH L= Bin ba. 车 入 : 工 x 工 一 下 是 结合 型 , 则 下 列 结 论 成 主 ， 

1} ALa, La) =0, # a+ f0 KP a fea OAER. 

2) Æ A A ARR, WA: Lo x L-a >F A ARR AL, va E A. 
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证 明 1) 首先 证 明 特 殊 情 形 X(Lo, Le) = 0 对 任意 a AO. 注意 , a 40 确保 存 
在 he H, 使 得 oa(h) #0. 由 La 的 定义 , FE k eN 使 得 (adh — alhjidr)* (La) = 0. 
所 以 adh 在 L。 上 的 限制 是 可 道 的 线性 变换 ， 同样 , 由 Lo 的 定义 , 存在 ! e N, 使 
FF (adh)'(Le) = 0， 现 在 任 取 x < Lo, 由 adh|, 的 可 逆 性 , 必 存 在 y € Lo, 使 
得 (ad 有 :yj =z. JEM ce HC Lo 我 们 有 


Mz, Lo) = XA((ad h)' (y), Le} = (—1)'A(y, (ad h)'(Le)) = 0. 


现在 考虑 一 般 情形 . 不 失 一 般 性 , B ao 在 上 一 段 , 我 们 已 证 明 存 在 keH, 
$E adh|, 是 可 道 的 , AMMA WL. = Lo. 利用 已 证 明 的 特殊 情形 , 并 注意 H C Le, 
有 


(La, La) = XA([B, Lal, La) = A(H, [La, Lg]) 


Z ALa, Lato) =0, 


EF atgo. 

2) Hx € La, A(x, L-a) =0. H 1) Bl A(z, £) =0. 因 和 非 退 化 ,所 以 ==0. 这 就 证 
明了 Al, ce, ARB. o 

综合 命题 2.3 与 命题 2.5, 我 们 有 下 面 更 加 细致 的 结果 . 

定理 2.6 设 工 = Oi, Li RAIS Z- 阶 化 李 超 代数 , HA Le Lo OR 
替 ( 李 } 子 代数 , LRT 五 的 权 空 间 分 解 为 工 = uca La. 车 入 关 0 是 工 上 的 一 个 结 
会 型 , 则 下 列 结 论 成 立 ， 

(1) A(Zi,£;) =0, #i+j žar: Noy x 非 退 化 并 且 dimp Ly = dimp Ls_r_x 
KE —r<k<s. 

(2) A(LiN La, Ly N Le) =0, Æ (it jat B) FX (s—7,9); 
TER AH BL. dims Ly N Ly = dime Ls-r-r N 0-4, HP -rcis 


Alp pny x Lg ona boy 


8, YEA. 

证 明 (1) 的 前 两 个 结论 就 是 命题 2.3. 既然 和 在 Lr x Lor» 上 非 退 化 , 由 线性 
代数 的 理论 知 dimr Ly = dimr 工 。， 5， 

(2) 这 是 (1) 与 命题 2.5 的 直接 结果 .0 

H L= Gir Li EZ OBR BL = O, La Lt = Oia L. 由 PBW 
定理 , U(L) = U(L-)U(Lo)U(E*). 由 UCL) 的 泛 性 , 存在 惟一 的 表示 p : U(L) — pE), 
使 得 p(x) = ade, HEB z c L 将 相应 的 结合 代数 UL) 模 工 的 模 作 用 记 做 “”, 显 
然 U(L) - La = U(E) .Ls 是 工 的 一 个 左 理想 . 

当 我 们 判定 单 台阶 化 李 超 代数 上 的 一 个 超 对 称 双 线 性 型 是 否 为 不 变 的 , 下 面 的 
命题 将 起 到 简化 问题 的 作用 . 

命题 2.7 L=, Li AARE Z- MERRE. 假设 入 : 工 x 工 一 下 是 
一 个 超 对 称 双 线性 型 , 并 且 满 足下 列 系 件 : 
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(a) 入 是 工 -不 变 的 , Hp 
A(x, yl, z} = A(z, [y 2]), Ye,z € L, y € E7; 
(b) Aexis =0, # i> -—r; 
(o) Al, xr, Æ Lo- 不 变 的 , 即 
A(iz, yl, z) = A(z, fy, z]), Yæ E€ Lr, y € Lo, z € Ls. 
那么 人 是 工 上 的 结合 型 
证 明 置 
M := spanp{y € hg(L) | Aliz yh z) = A(z, [y 2]), vz,z € L} 
显然 , M 是 工 的 za- 阶 化 子 空间 . 下面 我 们 证 明 M Æ LATRA. 因为 M Æ z Bt 
化 子 空间 , 所 以 只 需 验 证 M 对 其 齐 次 元 素 的 李 乘 是 封闭 的 . 任 取 a,b E hg(M), r, zE 
hg(L), WA 
A([s, ja, bl], z) 
= A( fle, alb] 十 (一 1)atz)d(a) [a, [z, él], 2) 
_ (Ile, al, 6], z) + (=1)8 900) (1 Ce) +e) d([le, bla], 2) 
= 多 (Is a], 6}, z) 一 (-1%2([[z, bla], z) 
=A(z, [a, [b, z] }) 一 (=z, [b, la, z)]) 
=a(z,| [[a, b], z)). 


7K [a,b] E M. 这 就 证 明了 M 是 工 的 子 代数 . 
由 (a) 知 , L cM, AAi M E L-HR, mE UL). FERIE L cM. 


不 失 一 般 性 , 只 需 验 证 : 
A([z, yl z) = A(z, [y, z]), Yr € hg(Li),y € hg(Z.), z € hg(Ly). 


情形 1.i=0 或 了 =0. itil i —0 WT. Bi > 0 由 (b) 知 (2.4) 式 的 左 , 右 
两 端 均 为 0; Æ j <o, WA 
A([z, yl, z) 
= (1E (2, fa, y]) 
= (1) ODA (fe, e] y) AA (b) M (0)) 
= (1AA AA fe, z], y) 
= (1E ea [z,y]) (利用 {a)) 


(2.4) 


82 MZ 阶 化 李 超 代数 的 结合 型 .117. 


= A(z,[y,2]), 


所 以 (2.4) 式 亦 成 立 . 
再 讨论 7 = 0 的 情况 , 利用 上 面 讨论 的 结果 , 有 


A(x, [y, 2]) 
一 (—1) 24D) (fy, zjx) 
— (1) AAD Az, yl 2) 
一 (— 189) 9D (_ 1) (1) 8W)A) J (zs, fy, 2]) 
一 (—1) D+) 
(D1 (1) (194) (1844) (fg, yl, z) 


= à([z, yl, z). 


故此 时 (2.4) 式 成 立 . 

情形 2. i > 0, j > 0. 此 时 , [ey] = [y,z] =0, 所 以 (2.4) 式 成 立 . 

情形 3. i > 0,7<0 或 ti<0 >0 我 们 只 验证 前 一 情况 , 另 一 情况 可 同样 
验证 ， 因 i > 0, 所 以 [zy] = 0, 故 (2.4) 式 的 左边 为 0 注意 dile eh > —r, 由 tb) 
A A([z,2],y) = 0, 因而 (2.4) 式 的 右边 为 


A(z, iy z) = 一 (一 As, ERN) 
= (1) 0A e,z) (利用 (8) 
= 0. 


故 (2.4) AW 
情形 4. i <0,j<0. 利用 fa 有 


{Ee, y], 2) 
— =(=) A ([y, a], z) 
= (1A (y, fz, z]) 
= (11 LAA (yy, [z, z]) 
= (—1) (0+ A (Fy, z], z) 
= A(z, [y, 2]). 
所 以 (2.4 式 成 立 . 


Sb, 我 们 证 明了 LCM. BAL 是 单 的 , 由 此 命题 前 面 的 讨论 及 命题 1.2 
A L=U(L~)- Le. 注意 到 M 是 UL“) H, LOM. 这 便 完成 了 命题 的 证 明 . o 
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§3 Cartan 型 模 李 超 代 数 的 非 退 化 结合 型 


在 这 一 节 , 我 们 将 完全 确定 具有 非 退 化 结合 型 的 Cartan 型 模 李 超 代 数 (参见 [13], 
(60]). PHE Xin, n, t) Mic X, 这 里 无 = w,S,H Be K, 并 且 使 用 记号 Yo = {1,--- ,m}, 
Yi ={m+1,---,m+n},¥=YOUN. 回忆 我 们 的 约定 : m > Ln>2,charF =p > 2. 本 
节约 定 基 域 下 是 代数 闭 的 . 

MPicY, Oh = tD BRT := Vy Fhi BE We BY Abel FARR. 所 以 我 们 可 
以 考虑 WW 关于 工 的 权 空间 分 解 W = Oea Wr 

下 文中 我 们 将 使 用 如 下 符号 : 设 PP 是 一 个 命题 , A OP 是 真 的 , 则 令 5p = 1; 否则 
令 p =Q. 

引 理 3.1 H acA(m,t), ucBmn)hijEeY. A 


[hi, x z"Dj] = (bicvya 十 点 efe 一 bij)’ 2"Dj. 
证 明 当 ie Yo 时 ,有 
(hi, x 2"Dy] = (ai — diaa" Dy; 
24 i € Yi Bt, A 
{ha 2"Dy] = liepu ~ big) 2™Dy. 

KaR o 

推论 3.2 Æ W 的 标准 F- 基 {fztozaDi aE Alm t) ve Bin), GEV} T,T PH 
素 {( 通 过 伴随 表示 ) 对 角 地 作用 在 WL. 

证 明 任 取 heT, 设 hh= 守 ,ey kihs 由 引 理 3.1， 易 见 每 个 基 向 基 xz“)z*D, 均 


为 adh 的 特征 向 量 ， o 
命题 3.3 设 W 对 了 的 权 空间 分 解 为 WW 一 四 ,chW;. 则 军权 4 的 权 空 间 为 


We=3 $ Fet 》 FezD;, (3.1) 
ZEYH Ee; gj€Y, a=0 
(mod p) {mod p) 


ZZ az= fp (mod p) AŽ a: = fi (mod p), AEB ie Yo. 

证 明 由 Wo 的 定义 , 直接 验证 可 知 (3.1) 式 的 右边 含 于 左边 . 

FER Laug Congr rD; € Wo, 其 中 caus E F. 若 某 个 caus A0, 由 推论 3.2 
及 Wo 的 定义 , 必 有 xx"Di € We. 现在 我 们 只 需 证 明 ssd; 会 于 (3.1) 的 右边 即 
可 , 利用 引 理 3.1 及 We 的 定义 , 我 们 有 


Geoat 十 Sie {uy 一 =0 {mod p), Wey. (3.2) 
着 je Yo, 则 对 任意 ie Yo, 由 (3.2) RA 


ai = fi (mod p), Yi € Yo; (3.3) 
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以 及 
Sie {ul 三 dij =0 (mod p), Yi € Yı. (3.4) 
(3.3) ZAN a = c: (mod p). (3.4) AHAW i ¢ {u}, 对 任意 ie Ya; 亦 即 w= g. 故 
在 je Yo 的 情形 下 , 9D 含 于 {3.1) 式 右边 第 一 个 加 项 中 . 
现在 考虑 j ey 的 情形 . 由 {3.2) KA 
oa;=0 (mod p), Yi € Yo; (3.5) 
以 及 
dictu} =; (mod p}, Vie Y. (3.6) 
(3.5) RAWE a = 0 {mod p). (3.6) RAB u = (站 . 因此 arD; SF (3.2) 式 右边 的 
第 二 个 加 项 中 . 
这 就 完成 了 命题 的 证 明 . o 
回忆 我 们 的 约定 : m > 1,n > 2,charF = p > 2:6 :一 em pi- m+n. 
定理 3.4 Wlm,n,t) 没有 非 退 化 的 结合 型 . 
证 明 SWZ ew = Eo), Wi. 下面 证 明 : dim WonWe # dim We-_amWs， 
这 里 9 是 到 关于 了 的 零 权 . 事实 上 , 容易 知道 
We-2 = spanp{z" “rED,; {i € Yoj EY} 
Ufa 2®-< Dp. ie VG EY}, 
M r — e; = —1—, (mod p),2 E Yo;x = —1 (mod p). 与 (3.1) 式 比 较 , 可 知 
Wea We = 0. 
但 是 , BR 21D1 E Won We, 所 以 dim Won We # dim We_a2n Wo. 由 定理 26 AY (2) 知 ， 
W 没有 非 退 化 的 结合 型 . oO 
同样 地 , 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 3.5 Sim, nt) 没有 非 退 化 的 结合 型 . 
证 明 我 们 知道 8= 7s, 其 中 
Se-2 = spanp{Dy (227) | ij EY}. 
直接 验证 (注意 charF = p > 2) 可 知 dimSe_2 = “Din, 显然 dim8_: = 8. H n 2 2, 
知 dim S¢-2 4 dimS_1. 再 由 定理 2.6 AY (1), 知 S 没 有 非 退 化 的 结合 型 口 
定义 ce :Am, n, £) — F, 使 得 


CE (= canta) = Cr Ey 
其 中 cau EF. BR ce 是 线性 的 . 
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定理 3.6 H(m,n,t) 具有 非 表 化 的 结合 型 
d(Du(a), Du(b)) = ce (ab), (3.7) 


其 中 abe Dfa Alm, n, t)i. 

证 明 注意 到 ker Du = F, 易 知 (3.7) 式 定 义 了 函数 和 :HxH 一 下 . 显然 是 双 线 
性 的 . 因为 Am, nd RERA, 所 以 是 超 对 称 的 . 下 面 证 明 A 的 不 变性 . 
我 们 知道 , 对 任意 a,b E A(m,n,t), A 


《一 1 
[Du(a), Du(è)] = Du (Du(a)(b)) € H = Da B A(m, nt) . 
i=0 


由 于 ker Du =F, 由 上 式 可 知 Du (e)(6) € DEH Am, n, t). 故 
ce (Du(a)(d)) = 0, Ya, b € A(m,n, i). (3.8) 
任 取 a,b,c € DS) Alm, n t)i 直接 计算 , 并 利用 (8.8) 式 , 有 
A([Du(6), Da(a)], Du(e)) + (-1)*" d(Dur(@), [Du(2), Da(o)]) 

一 X(Da (Du(b){a)), Du(c)) + (-1)°(Dur(a), Du(Da(®)(c))) 

= c ( (Da @)(a))e) + (-1)%4 ce (a(Dx(6)(0))) 

= ce ( (Dux(6)(a)) (e) + (112a (Du) (e))) 
cfDa(Gg(eo) (注意 Da(b Æ Am, nd) HEF) 
0. 


$t A([Du (a), Du(b)], Da(e)) = A(Du(a), [Dna(B), Da(c)]), 不 变性 得 证 . 

显然 、 是非 平凡 的 , 由 命题 1.3 的 (2) 知 BRIBE. o 

推论 3.7 4n SABAH, Himn t) 上 非 偿 化 结合 型 均 是 偶 的 ; Bn 是 奇数 时 ， 
H(m,n,t) Lakik 4254 8352 F 4. 

证 明 由 定理 3.6, (3.7) 式 给 出 了 E 上 一 个 非 退 化 结合 型 X 由 ce 的 定义 , AA 
E ( 奇 ) 的 当 且 仅 当 ”是 偶 ( 奇 }) 的 . 再 由 命题 1.3 的 (3), 便 知 本 推论 成 立 ， o 

现在 我 们 讨论 Kim, n, t) HARA BZ ( 见 第 一 章 $2 节 ) 


K( = An, n, £) n—m—3#0 (mod p) 
n BE Alm, nd n—m—3=0 (mod p), 


HP BGR A ( 见 第 一 章 (2.28) A): 


[f.9] = D(f)(9) - 2Dmlf)9, fg EK, (3.9) 


§3 Cartan 型 模 李 超 代数 的 非 退 化 结合 型 . 121 . 


这 里 
Dx(f) = JO (1y 8 (2D Ff) + ali Dy (f))Di 


i€Y\m 


+ (x -5 zoan) Dm, f € hg(K). 


teY\m 
我 们 知道 , K(m,n,t) 具有 不 可 编 Z- 阶 化 结构 : 


K(m,n, t) = 个 K(m, n, t)i, 


i=-2 
其 中 
K{m,n, t): = spanp {zz | la| + jul + em =i +2}. (3.10} 


这 里 ， 4 n—m-—3 £ 0 (mad p) 时 , py = E+ am — 2; “4 n—m—3 = 0 (mod p) 时 ， 
下 一 去 十 %m — 3. 


显然 , 由 (3.10) 式 可 知 


K(m,n,f)-2 =F-1, (3.11) 
K(m,n,£) -1 = spanp{z; | ¢€ Y\m}, (3.12) 
K(m, n, t)o = spanp{Zm, ZiT; | i,j € Y\m}. (3.13) 


4 n—m—3 0 (mod p) Rf, 
Km, n, berrm_2 =F- gF, (3.14) 


定理 3.8 Kimni) 具有 非 撑 化 的 结合 型 当 且 仅 当 mn 一 5=0 (mod p}. 
证 明 假设 K 具 有 一 个 非 退化 的 结合 型 AH n-m-3=0 (mod p}, 由 (3.10) 式 
AW, dim Kerna > 1; 再 由 (3.11) RAM 


dim K_» F dim Ke+am—3- 


由 定理 2.6 的 (1), 这 矛盾 于 开具 有 非 退 化 的 结合 型 . 故 m-mm-3 关 0 (mod p). 由 (3.11), 
(3.14) 式 及 定理 2.6 BY (1), 知 


AQ, aa”) #0. (3.15) 
利用 (3.9) RHH, 有 


lem, rrF] = (2 一 和 一 3)z(mz. (3.16) 
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注意 到 [L ta] = 2 我 们 有 
2A(1, 2 xF) 
= (2, 2)2") 
= A([l, tm], 2° £F) 
= A(1, (em, 2 2*]) 
= A(1,(n—m — 3)a' 2") 
=(n—m—-3)A(Q1, 2 2"). 
由 (3.15) RR ER, 有 n 一 m 一 5=0 (mod p). 
RZ, &n-m-—5 = 0 (mdp). BER p > 2, WHA m—n-3 #0 (mod p). 
KK = Afm, n, t). 定义 函数 
A:KxK—F, A(a,b) = celab). 
显然 , > 是 超 对 称 双 线 性 的 . 下 面 验证 A 满足 命题 2.7 的 三 个 条 件 . 
先 验证 (c). HER n-m-5=0 (mod p), 并 利用 (3.16) 式 , RING 
AlI em], 2° 2") — A(1, fem, 22") 
= (2,2 2") — (1, (n —m — 3)2™ 2*) 
=—(n—m-—5)A(Q1,2™a2") 


=Q. (3.17) 
对 于 jE ¥\m, 由 Dx 的 定义 易 见 De(siz,) € spang{2,D; |k #1, k EY}. HTM 
Ce (Dx (viz) (Alm, nt))) =0, 1,7€ Y\m. (3.18) 


所 以 
A{1, [ziz 2 13]) = cefDrx(rizijtztmz5)) = 0. 
另 方 面 , 显然 A([1, rizjijztmzE)] = (0,2) aF) = 0. 所 以 , 当然 有 
A([L, wears], 2M 2") = A(L, [ares 2 aF], i, 3 € ¥\m. (3.19) 
综合 (3.17) 与 (3.19) AM (c) 成 立 . 
再 验证 (a). 注意 (3.12) A, SER i E Y\m, bee Alm, n, t), RATE 
Affen bl, e) + (—1)8 A (0, [eao) 
= A(Ďr(z:){b)}, c) + (1140 M(B, Dk (wi)e) 
= & (Dx (x2) (be)) 
= 0， 
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HL A E Ka- 不 变 的 , 同 理 可 验证 也 是 K- 不 变 的, 因此 , 命题 2.7 中 的 (1) 成 立 . 

最 后 , 由 (3.10) 式 及 和 的 定义 , AA (b) 亦 成 立 . 由 命题 27, 和 是 K 上 一 个 结合 
型 . 显然 , A #0. 由 K 的 单 性 , 知 是 非 退 化 的 ， 品 

推论 3.9 i n—m—3=5 (mod p). $n AWE, M Kin n t) HARB SH 
HERH EnA R, 则 Komni) HARB IS eS. 

证 明 仿照 推论 3.7 的 证 明 , Buea. o 

在 本 节 的 最 后 , 我 们 将 讨论 Cartan 型 模 李 超 代 数 的 迹 型 与 Kiling 型 . 我 们 先 做 
一 些 准 备 工 作 , 然后 给 出 有 限 维 单 的 Z 阶 化 李 超 代数 具有 非 退 化 的 迹 型 的 必要 条 
件 (参见 907). 最 后 , 得 出 关于 Cartan 型 模 李 超 代 数 的 相应 结论 . 

WV = vot Vy ERRE Z 阶 化 空间 , pl(V) 是 V 上 的 一 般 线 性 李 超 代数 . 令 7: 
TY >V 是 线性 变换 , 满足 


y(2) = (-1)°z, z€W,0 eZ. 
在 pl(V) 上 定义 线性 函数 str: pi(V) 一 ,使 得 
str(A) = tr(yA), VA € pl(V), 


PR str AGIA, 亦 称 str(4) 为 4 的 超 迁 . 

dim Vy = m, dim Vy. BE v,e ,vm 是 万 的 一 个 基 , vmt Oman 是 Vr BI 
个 基 , 我 们 称 v Um Umt Umen 为 V 的 一 个 齐 次 基 . 在 此 基 下 , V 的 线性 变 
换 4 & pl(V) 的 矩阵 可 以 惟一 地 写成 形式 [4i! 22], 这 里 An 是 m x m 矩阵 An 
dé n x n HRE, Aro 是 m xn 和 矩阵, An dE nx m 和 矩阵 . 显然 pl(V) 中 侦 元 素 在 此 基 下 
的 矩阵 具有 形状 上 ?1, 而 奇 元 素 的 矩阵 具有 形状 [5 5]. 设 4 = [422 422] e pKm,m), 则 


str(A) = tr(A11) — tr( A22). 
Wp: L— pl(V) 是 李 超 代数 上 的 一 个 有 限 维 表示 . 定义 
ko:LxL>F, kp{x,y) =str(o(z)p(y)), Yr,y EL. 


称 ko 为 工 的 一 个 关于 表示 p RE, PRA 工 的 一 个 迹 型 . 

命题 3.10 设 p 是 李 超 代数 工 的 一 个 有 限 维 表示 , BIRD k, (x,y) = str(p(e)ply)) 
是 上 上 的 偶 结 合 型 ， 

证 明 显然 ko 是 双 线 性 的 . 注意 pV); 中 矩阵 均 具 有 形状 A = [4,47] € 
pl(m,n), AA ko 是 偶 的 . 下 面 证 明 kp 是 超 对 称 的 , 若 zy © Ly, 则 plz),p(y) E 
Pl(V)s, 从 而 ko(x.y) = kolye) Æ ze Loy © Ly, 既然 ko 是 偶 的 , 有 ko{z,9) = 

= koly) B zy € Ly, W p(x), oly) E pl(V)r， 因 而 可 设 p(z) = [8 ¥], p(y) = 
[36]. 显然 eoo) = [47 wp] elwele) = [7% oh]. ES, kozy) = tr(MQ) 一 
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tr(NP), koly, z) = tr(PN) 一 tr(QM). [4 kp(z, y) = koly, z). 综 上 ， 便 证 明了 kp REX 
称 的 . 
最 后 我 们 来 证 明 ko 的 不 变性 . 对 任意 zx,y,z e hg(L), 容易 验证 : 


[ply), p(z)p(2) 
= [p(y), plaet) + (-1)9' p(x) [p(y), ple) 
= ply, zele) + (—1) 0 p(x) pl ly, z}). (3.20) 


另 方面 , 由 kp 的 超 对 称 性 , str([o(y), o(x)o(z)]) = 0. 故 由 (3.20) RB 
ko (ly, g], 2) + (—D TA, (2, [y, 21) = str([o(y), Pee). 


故 ko 是 不 变 的 . 综 上 , ko Æ L ERGER oO 
设 V 是 域 了 上 向 基 空 间 , f e Bndr(V). 定义 


Volf) := [v EV |Ik EN: f*(v) = O}. 


引 理 3.11 RV AF LA ESM, x yc End(V). #4 n EN, 使 得 (adr) ly) = 
0, 则 volfi) 在 FRE 其 中 了 是 下 上 任意 一 个 多 项 式 . 

证 明 见 文献 [56| 的 引 理 1.4.2. oO 

引 理 3.12 Hp: LoplV) 是 幸 超 代数 工 的 有 限 维 表示 ,x E lgt LA ad- EB 
HA, yE [L LN Ly, LAL [x,y] =0. A] atr(p(z)p(y)) = 0. 

WH 注意 F 是 代数 闭 域 Y 关于 plz) 具有 权 空 间 分 解 Y = Daca Vo 因为 > 
是 ad- FRAY, 由 上 面 的 引 理 知 Va 是 工 -不 变 的 ; 即 ply) (Va) C Vo, 对 任意 ye Lae A. 
因为 [ky] = 0 县 zy € Lo, AA plz) 与 pty) 是 可 交换 线性 变换 , 因而 可 以 同时 化 为 
上 三 角形 . 注意 pa), KAER a, RTA 


str(p(x)|, o p(y)|y) = astr(ola)|y, )- 


H y € [L Z| Ml, ply) € [pl(V),pl(V). 由 迹 型 的 超 对 称 性 (命题 3.10) 知 str(e(y)|,,) = 0. 
出 a ACERHE, A str(o(z)o(y)) = 0. o 

命题 3.13 L=} L, 是 域 了 上 有 限 维 单 Z- 阶 化 李 超 代数 ， 且 Lol £0. 
车工 具有 一 个 非 退 化 的 这 型 , RM rsa, 

证 明 注意 代数 闭 域 必 为 无 限 域 . 由 文献 [56] 的 引 理 1.4.7, Lon Lo 具有 Cartan 
子 代数 . 设 互 是 Lon Lo 的 一 个 Cartan 子 代数 . 今 


H = {2 € Lg | Yh € H,an{h) € N : (adh)* (2) = 0}. (3.21) 


由 文献 [56] 的 定理 3.2.3 A de Lo 的 名 阶 化 Cartan WERK, I P= En 
Lily, 并且 Mo = H. RLF H LSA L= uca La 由 定理 2.6 的 (2) 
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Al kp: Li Da X Eqns N L-a — F TEBEK. 注意 , 由 命题 3.10, kp 是 偶 的 . 由 此 立 
知 
kp 1 Li N La N bg X La-r—i N L-a N Lg — F (3.22) 
是 非 退 化 的 . 由 线性 代数 理论 , 这 蕴涵 
dim L; N La N Lg = dim Lg-r—i N L-a N Lg. 


因为 五 为 Isn Lo 的 Cartan FAE% MU HAOFFA H = Len Lon Lz- 
ELAR i =q -r a = 9( 零 权 ), MA dim Lg- N Le N Lg = dim La N Le N Ly £ 0. 
由 (3.21) AH H > Lon Le, RA 


Fg = H A Lge N Ey D Lge N Lo N Lg FO. 


注意 Ho = 4, 知 H- 是 五- 不 变 的 . 因为 E ERR, 所 以 对 每 个 ye HCH, ady 
HE Har 的 千 零 线性 变换 . 由 Engel 定理 , 存在 0 关 z < Har 使 得 


[yz] = (ady)(z) = 0, vyeH. 


H L RHE, Bye LY. 假设 gr7. Hee Hy, = ENA Larn Le, (EM r HE ad- BS 
的 . 从 而 由 引 理 3.12 可 知 


ko(z,y)=0, yeH. (3.23) 
HER H = Lg MN Lon Le. 这 样 , (3.23) RAR 
kp : Lg-r N Lea N Ly x Lo N Le N Lg + F 


是 退化 的 . 然而 , 我 们 已 经 知道 (3.22) 是 非 退 化 的 , FS. EA gr o 

回忆 我 们 的 约定 : m > 1,m>2p> 3. 

定理 3.14 Cartan 型 模 李 起 代 数 X(m, n t) A APB ACY EN, FF HH, X (m,n, t) 
ARR ALA Killing 型 . 

证 明 由 定理 3.4 与 35 知 W,S 没有 非 退 化 迹 型 ; 由 命题 3.13, RB H M K 
亦 没 有 非 退 化 的 迹 型 , 既然 关于 伴随 表示 的 迹 型 就 是 Killing M, 后 一 个 结论 当然 成 
3L. 口 
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我 们 知道 , 深度 1 的 z 阶 化 李 代数 在 李 代 数 的 结构 与 分 类 中 占有 重要 的 地 位 ， 
文献 9 与 [88] 给 出 了 深度 1 的 可 迁 的 Z- 阶 化 李 代数 的 嵌入 定理 . 文献 [31] 完成 了 
底部 满足 一 定 条 件 的 深度 1 的 有 限 维 Z 阶 化 的 模 李 代数 的 分 类 . 文献 27 与 [46] 给 
出 了 特征 零 域 有 限 维 的 具有 相 容 Z 阶 化 的 可 迁 李 超 代 数 的 嵌入 定理 . 在 本 章 的 负 
节 中 , 我 们 证 明了 深度 1 的 可 迁 李 超 代数 G 的 嵌入 定理 , 这 里 G 的 Z 阶 化 与 Zz- 阶 
化 可 以 是 不 相 容 的 , G 的 基 域 的 特征 数 仅 要 求 不 为 2 实际 上 , 当 基 域 的 特征 数 为 2 
时 , 李 超 代数 就 是 李 代 数 . 在 本 章 的 名 节 中 , 我 们 利用 媒 入 定理 , 分 别 确定 出 底部 的 
零 次 成 分 为 一 般 线性 李 址 代数 与 特殊 线性 李 超 代数 的 深度 1 TTE z 阶 化 李 超 
代数 . 


$1 嵌入 定理 


我 们 称 Z 阶 化 李 超 代数 G = Oo G 为 深度 1 的 Z 阶 化 李 趣 代数, 并 且 
称 G O Go 为 G AER. ATER ic No, 总 有 


{z € Gi | |x, G_1] = 0} =0, 


则 称 G 是 可 迁 的 . 由 第 一 章 命题 1.15 知 , 车 G 是 深度 1 的 Z 阶 化 的 单 李 超 代数 ， 
则 G 是 可 迁 的 . 本 节 将 证 明 深度 1 的 可 迁 的 互 阶 化 李 超 代数 可 藤 入 到 Wom, n) H. 

设 正 是 特 征 数 不 为 2 的 域 . G = Grt Gr = Oi Ci EF ERE 1H Z Bre 
李 起 代数 , Vo = G- NG Vi = G-1N Gy. 令 TG- = @,>o T (G-1) Æ Zo- 阶 化 
空间 Ga LAKER, 这 里 T(G) =G_18G_ 1i1@-… 久 G-1 是 r 个 Gi 的 张 基 
积 . G_i 的 Ze- 阶 化 诱导 了 T(G-1) 的 一 个 Ze 阶 化 , 从 而 T(G-1) 是 到 阶 化 超 代数 ， 
令 了 是 所 有 形 如 


TOY = aog x, TY Ee G.1, 


ASTOR ARES TC) 的 理想 . 置 = T(G) 则 有 超 李 代数 的 同 构 : N= s0) @ 
A(V), 其 中 S(Yo) 是 空间 Vo 的 对 称 代 数 , ACA) 是 空间 Vi 的 外 代数 . 我 们 称 O 为 超 
对 称 代 数 . 设 z1,… ,zm 是 空间 Vo 的 基底 , Emri ;m+n 是 页 的 基底 . 则 So) 同 
HF m 个 未 定 元 z1,… ,zm 的 多 项 式 代 数 Fler tm). 于 是 


RF Em] @ ACV). 


我 们 简 记 NEW Alm). i a = (01, am) € A(m), 记 Fizi,… ,zxm] 中 的 单项 
Aef oam Wo. Bs = mtn. RE §2 的 方式 ， 将 A(Vi) 中 的 元 素 Cutu2 t- Eun 
WA &, Fu = (aa ,ux) E Bin), #EWE N2 中 的 元 素 1 @ AER 


5 KAZH - 197. 


HR f E€ Ffei tm), € E AV). 显然 {z2E" | a € Alm), we B(n)} 构成 了 Q 的 一 个 下 
基底 . 

T(G-1) 的 Z- 阶 化 与 Z 阶 化 分 别 诱导 了 9 的 ze 阶 化 与 z- 阶 化 , 使 得 9 = 
全 :zo FE Z- 阶 化 超 代数 , 其 中 n = spanp {x | || + |u| = 2}. 显然 G-1 = 1. 

设 r >0 令 Kr(G-_1) r $ G 的 积 Gi xx Ga. 约定 KoG) = FL 
& K(G-1) = Bao Ke(G-1). Ry € G, 定义 空间 K(G_1) 到 GG 的 线性 映射 如 ,使 得 


Py lz1, e Žr) :一 (ad 21) ++ (Cad 25) (y), 
其 中 (zi,… ,2r) E€ K-(G_1). A by 在 每 个 K-G) 上 均 为 x- 重 线性 映射 , 其 中 r > 0， 
KK o, 诱导 了 T(G_1) 到 G 的 线性 映射 加 ,使 得 
thy(z1 @ +++ B zr) = (ad 21) ---{ ad z,)(y). 
Xt r FARE GIE yy, (JNT(G-1)) =0, 7 20. Ro, BST OF) 6 HAE p(y), 
使 得 
ply)(z E") = (ad x1)% +++ (ad tm)" (ad fu) --- (ad Eu, )(y), (1.1) 


RP a = (oi,… ,0m) E€ A(m), w= (ui, te) € Bin). 我 们 约定 ply)(1) =y- 
u,v € Bin). EG {oy n{u} = ø, PHBH BEN 15 知 EE = sgl, utt, 
ten :={m41,---,s}, MF 


I(t) = {v € Bin) | min{v} = t} = {v € Bin) | v =t}. 


车 we Bin), MS Tlu) = {v € Bn) |v <u}, ZE v <u DELH {ev} G {u}. 
引 理 1.1 u= ft, ug} € Bin), ve T(u)NI(m). A 


sgn(v — (w1), u ~ v) = sgn(v, u — v), (1.2) 
# ve Tu- {u)) M 
(-1)!*Isgn(u, u — (u) — v) = sen{v,u — v) (1.3) 
(1) adel HH gay, — (a) — v) 
= (-1)*""lsgn(v,u — v). (1.4) 


证 明 我 们 仅 证 《1.4) x. 因为 ve T{u 一 {u1}), 故 可 设 = (tint ir) 其 
HY ir, pir € {2,-… yk}. 设立 -人 fb) 一 4 一 (ue uh AP j =k- r. M u- v= 
{u1 ten ptp 
FAA |e (u) — vl + fo] +1 = k, EA 
(—D tlism(y, og (wu) v) 


= (—1)*sgn( (ui; “te stina (tt, ~ st) 
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= (-1)Fagn( {tsa aa sir), (tias tt tte) 
= (—1)**? agn( (tbig, 5 they), (try at 
= (-1)* "sgn(v, u — v) 

= (-1)!*-*lsen(u,u — v). o 


# ¢=0 RA, ve T(u— (ar) = TU). E (1.8) 45 (1.49 知 

(~ 1) <u> oltitltasgn(y, u _ (u1) _ v) 

= (—1)%l*-*lgen(v,u — v). (1.5) 
Ë ac Alm), WIS Ria) = {8 € Alm) | 8 < a}. 
引 理 1.2 yy €G, dy)=7 EF q€ {0,1}. HHH ac Am), ve Bin), 有 


u(y, y'])(27€") = > {(—1)"l | (a) 
BER(a),vET(u) 
‘sgn(v, u — v) [k2 E"), p(y ate]. (1.6) 
证 明 对 jal 用 归纳 法 证 明 (1.6) 式 . 当 lo =0 时 , 需 证 等 式 


niy DNE = yD (一 切中 


vET(u) 
agn(v,u— v) [u(y)(E"), oy’ KET. (1.7) 
我 们 对 lu| 用 归纳 法 证 明 (1.7) A ely) 的 定义 知 ， 
ED = yy’) = 0), p(y YC]. 
所 以 当 jul = 0 时 ,(1.7) 式 成 立 . 设 可 = +1, MEE u = tr,… eri). 由 归纳 假 
设 GER duty) =d(y)), 有 
(Ly, 的) 个”) 
一 [Eur , uly, y']) (ex )] 


= | fur, Z (1) lsgn(v, u — {u} — v) 
veT{(u-{u1)) 


- NE) never] 


= $ (apea elsen(o, u — (w) — v) 
veT(u—(ur)) 


[és LE), p(y Er) | 


51 WA E 


= (te )elegn(y, u- (ur) ~ ») 
vET(u—(u1)) 


[a E), p(y ery] 


+ D (=pl H gon (yy, u — (1) — v) 
vET(u~(a1)) 


NE) p(y AET) 


= 》 (1 "lsgn(v- (1), u- v) 
vET(u)NF (u) 


[UDC 


十 {1} lt lv la gpgn(y, u— (ur) _ v) 


veT(u Vw) 
< [HE p(y YE 
将 (1.2) 与 (1.5) 式 代 入 上 式 , 即 可 得 到 (1.7) A. 
假设 当 al = 时 ,(1.6) 式 成 立 . + lol =+1 设 
j = minți | ai #0}, A(m), = {8 € A(n) | 8; #0}. 
由 归纳 假设 知 
nly, y (ze ) 
=[x5, uly, y eE") 


= 区 2 (一 Do (e Pi Jeen, —v) 
BER(a—e;), vET(u) 


aes) | 


ee roe 


BE R(a—23),veT(u) 


23, Ll) aa"), uly’ Joo" 


= > (-"""' (e nt —v) 


Be Rla~e5) veT (a) 


[Lrt 6"), p(y Hae] 


+ > (—1)te—>l (* 3°) agn(v, u — v) 


pe Ala —2;),vET(u) 


[RNE E), ulg aE] 


= (“ye ¢ - 2 sgn(ou — v) 
Be R{a)NA{m); veT(u) 了 
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[PNE E), wy)? Pe*-*)] 
+ seme en DT 6 z”) sgn(v, u — v) 


+ [EUNE E), p(y Ha Ey] 


(-y (; - Jaou 一 对 
GE Rla)\R(a—«;),vET(u) Ej 


- [u(y) r E"), p(y ar 26 ])] 


+ 
BER{a—c,)NA(m); VETU) Es 


> sgn(u,u — v) [Wua E"), p(y a PE" ”)] 
+ 2 (=e (" P “sents 一 地 
BE Rla—es)\A(m); vET (u} 8 


- [LUKE E), p(y aE]. 


易 见 , Æ 6 € Rlo)\R(a — e), MI (8-2) = (6); Æ 2 € Rl — e) N Alm), M) (5-2) + 
(07 = (Gi FB € Ra- eA W CF) = (的 . 于 是 上 式 的 右 端 与 (1.6) 式 的 
右 端 相同 , 引 理 得 证 . o 

wy eeGr y € G, PẸ € Nn ot" € Q, WE utt) e Ga. RAT 
设 ua E) = D diti + Dice bifu HP aibi eF. 由 (1.1) RA 


[UNE E), uNa") 
= ad (u(y)(2%e")) (ulo’2€*)) 
= ad (È Biti + > ne) CEPLER) 


i=1 i=m+41 
= ply) (È aiT; + > ne) e) 
i=1 tmt+1 


= PCIE e’)ee"). (1.8) 


Br>—-1, W u 诱导 了 线性 映射 u: Gr 一 Hom(9,41,6-1), 使 得 plu) = wy), Vy € 
Gr. 

引 理 1.3 著 G= 个.。;G- ATEA Z- 阶 化 李 超 代数 , N p 是 单 射 , Yr > 一 1 

证 明 因为 o 是 线性 映射 , 所 以 只 需 证 明 ker(kr) = 0. 对 7 用 归纳 法 . 当 r = 一 1 
BY, 任 取 y € ker(p-1), W wily} = 0. 于 是 y=p_100()=0, 因此 ker(j_i)=0. 

假设 ker(j-1) =0. Sy € ker(ur), W y € G 并且 mely) = 0. HE [x;y] € Grn, Yj E 


§1 kA TH .131. 


Yo. 任 取 zct cn HP a= (a1, Om) w= 多 
fr- (lz; yl) 2°") 


三 (Tass) (i més, (lz;, ¥]) 
= pr (yE tE") 
=0, 
所 以 [23,4] € ker(pe-1). 由 归纳 假设 [zj, = 0, Yj € Yo. MM gyl = 0, wen, A 
而 [G- y] = 0. 因为 G 是 可 迁 的 ， 所 以 ¥=0. 故 ker(jr) = 0, 于 是 Er 是 单 射 . 口 
对 于 ee Alm), u € Bin), re No, 令 
M(a,u,r) = {(8,v) | 8 € R(a), ve T(u), |B) + lol =r} 
引 理 1.4 Hy cG,, y EG, #H dy) =F, diy) =3, RF gt E {0,1}. Here 
Qrtori, Ril 
prta([y, 9']) 2°") 


= > 《一切 se 日 sgn(v, u — valy’) 


(Bu)E M(x,z,7-+2) 


: CG Eate) 
- 5 aa nate at 


(PB.v jE M(a,%,a+1) 
"(uy oP er) 2 e). (1.9) 
证 明 # l+ lol > rtl, W u(y) ee”) = 0. 车 181+hv| < r, D pyar *e"-") =, 
其 中 6 <a,v<w 由 引 理 12 与 (1.8) RH 


Pr+a([y,Y Jz" g" )= p{[ yy] 1) (z7 g") 


= (一 Do (a) sgn{v, 4 — v)u(y’) 


(A, yee url) 


- (te yao ee) . 
+ 5 ytl 外 sga(v, u — v) 


(Av) EM (eur) 
(ze az Fe"). (1.10) 
SE (1.10) 的 右 端 第 二 个 加 项 , 则 有 


pom (ee) 


(8,v)€M(a,u,r) 
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[NE E"), wy a? FE") 
—_ Z {—1) urlat leDeHetel) (5) sgn(v, u — v) 
(4, we M(a,u,r) B 
[ee ee p(y) (est")] 
=- P rte (5) sgn(v, 4 — v)u(y) 
(AvE M(a,u,r) 
- (aya Fer”) 26") 
一 一 > (-1)@ tle ltl ll @ sgn(u — v,v) u(y) . 


(8,u)€ M(a,u,8+1) 
(HAE Ea Fe") 
=- Ye Atel (5) sgn(u,u— v)(y) 
(6,vJEM{a,u,s+1) 


(p(y NEPE jE). (1.11) 


将 (1.11) RRA (1.10) 式 , 即 得 到 (1.9) A. 引 理 得 证 . o 
令 Hom;(,G_1) = 四 ,>o Hom(O-, G-1), 这 里 O po Hom(M,, G1) 的 每 个 元 素 都 
是 取 自 有 限 多 个 Hom(0,,G1) 的 元 素 之 和 . 则 Hom;s(0,G_1) 是 Hom(O,G_1) 的 一 
个 无 限 维 Z 阶 化 子 空间 , 并 且 n 5 G 的 Z2- 阶 化 诱导 了 空间 Homy(9,G-1) 的 
一 个 Z- BL. 令 o € Hom(41,G_1), 7 E Hom(M,+41,G_1), 并 且 dlo) = dfr) = 
t, qt € {0,1}. HEX [o, 7] € Hom(N,+341, G-1), 使 得 对 任意 crt" E Qt 有 

le, 7}(z"&") 
= _yattalu—ol | 2 vu-v 
-| K 日 net 

-r(a(x"e” a2 Fee”) 

一 > (-1)*"*lsgn(v, u — v) 

(有 ojE M (œu, 3+1) 


-ø (r(2f E jea), (1.12) 


对 7 > —1, MAES f: Gr  Hom(O,+1,G-1), WI fie(y) = (-1) 2 u(y), 
其 中 ge {0,1}, HE dy) = 7. 

fi: G 一 Homy(Q,G-1) 是 由 族 (ie |r > -1} 定义 的 线性 映射 , 即 下。 = 
jin, Yr > -1. 由 引 理 1.3 知 pr 是 单 射 , 所 以 a 是 单 射 . 因为 G 与 Homa, G) 都 
Æ Z 阶 化 的 , 所 以 产 是 单 射 

引 理 1.5 设 y,y €G, A Elly) = Ay), ay’). 
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证 明 沽 为 产 是 线性 映射 , 故 可 设 y 与 y 关于 OZ. MES Z 阶 化 都 是 齐 次 的 . 
设 YE Gr, y € Gs, dty) = d(y’) =f, 其 中 7,62 —1, at € {0, 1}. 由 引 理 1.4 与 (1.12) 
式 知 
Hera (iny l) = (11) luty), waly Y 
因此 l 
äly l) = irs (fy, yl) 
= (HI) Herero (ly, y']) 
= (Dt Dte p(y), aly’) 
= (-1 TOFD Cy), jilg) 
= [fir(y), žy) 
= WA). 9 
因为 [G-1,G-1] = 0, 所 以 G-1 是 Abe 李 超 代数 , 于 是 8/J 是 G MVR 
数 . P R-Fr 由 第 三 章 红 1 节 知 
Up = Ug) = Hom, (0, F), 
并 且 Up —-THABRE. 简 记 UE AU", BU = Hom, (0,F). 由 第 三 章 引 理 1.3 
知 , {2 x" | a € A(m), u € B(n)} Æ U" 的 一 个 Hk, HH rr © Hom; (0, F), 使 
得 对 任意 Ae 60, 
a )z"{aa%e") = (-1)9e(a)d(a, 8)6fu v) 
= a6(e, J}5(u, v), 
RE acR=F, 4, ) 是 Kronecker FEAR. 由 第 三 章 定 理 1.7 知 , U" ~ Amn), KM 
而 [一 ®,>0 Ur 是 2- 阶 化 超 代 数 ， 其 中 
U= spany{ a! * | lal + [ul =r}. 
Rr > -1 定义 线性 映射 3: U @ G1 一 Hom(O,+1,G-1), EA 
pirg" @ (re) :一 (一 了 (Il+996(a， BS (tu, viy, {1.13} 
HHE q€ {0,1}, FA G= dy). 考察 维 数 知 , n 是 有 限 维 Z- 阶 化 空间 的 同 构 上 映射 , 于 
EIK {ne |r >—1} EMT Z 阶 化 线性 空间 的 同 构 映射 
n: U* @G_1 — Homr(N,G_1), 


TEA aye ec, =O Y > -1 H D: 是 的 线性 变换 , Vie Y, HWE 


(a-zi) zr, iE Yp, 
Dy (a! a") := 7 7 , wi (1.14) 
; Magt- 

sgn{{(2, 4 — (Drs ,teEY. 
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车 je Yo, WA AG) =O, 25 = z FI EN, WH AG) =1, z= 6. HEB] U OG 
中 定义 双 线 性 运算 |, |, 使 得 


yh" wae & zi = x60) ou (Dia!) wy) D zj 


— (D(X (Ha) 229 (D (1s) Bz, Vj EY. (1.15) 


5 1.6 g(r" on, 22" @ z)) = pia @ 21), n(2 2" @z;)], 其 中 cx" € 
Urti» rPe” € Use. ij EY. 


证 明 我 们 仅 证 ie Yo, j eY 的 情形 .对 i,j 为 其 余 情 形 , 证明 是 相仿 的 . 由 (1.12) 
与 (1.13) 式 , 有 


pea" @ 21), nxn” @ ETE) 


一 > (—D I(t + laliw—el (7) sgu(e, w — e) 
ip EE MtYy w, r +1) P 


-Me Der @ b) (oe oi) (ore) sr ne") 


_ > (—1)2l+ Die! (7) sgn(e, w — e) 


{pelEMIY, ws+1) 


， niz” 加 wi)( (nz Sa" D Joee jz Perm") 


— >. (—1leilel+D+lellw—el (7) sen(e, w — e} 
(2,e)€ M (YW r+ 1) P 


n(A" @ £) (bo, pólu, eje etg) 


_ > (—1)flel+Ule—eit tyra C) agn(e, w — e) 
{po)EM(Y stl) P 


- (a x* x) (EP, p)5(u, e)a EE") 
=(—1) lel) + Teles (7) sgn(u, w — u) 
， n(c x” Q g(t e-e) 
— (-1lel+ eel tel (3) sgn(v, w — v)sen((7), w — v) 
. MEGIN @ rize) 
=—(—1) vt D+ htlel+1 @ sgn{u, w — u) 
-6(8,7 — +e, w — ve; 


-CD (3) sgn(v, w — v)sen((j),w — v) 
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‘oy — Pu w — v — GT: 


=(~1) tiolt! (:) sgn(u, v)6(G,-7 — a + €1)6(v, w — u)é; 


_ (—1) (elt Die +l (3) sgn(v,u— (7)) 
agni (7), u — (7))6(a + 8, yilu — (j), w — vai 


=(—1)!¥ltlel41 (° 十 Ë ~ 中 sgu(u, v)d(a + 4 — ei 7)d(u +v, we; 


一 【一 人 0 (* 3 Pen 一 人 
-sgn(v,u — Dela + BY + v — (j), wzi 
出 1.15 与 (1.13) 式 , 有 


(zz @ wi, 2a” El) EE") 
=n(2M arg Ft ge? © A 
— (—1} lel gen f(y}, un (Pn (zr 加 zi) (ZE*) 


- (" ee e) sgn(u, vyla tO” @ Eae”) 


— (-1plal@rl-») (* 3 een. u— (7)) 
-agn(v,u— G(r tig tu e la) 

=(—2)leltlel+1 (" + f- “J sgn(u, vjé(a + 8 — si Tu +v, wg; 
— (Dt (* 5 人 agn((j),u — {7)) 


-sga(v, u — (7))d(a + 3, ilu +v — (9), wti 


所 以 
n{[2 @ 2,22 @ E) = nr @ xi), n(x 2” ® &)}. 
引 理 得 证 ， oo 
由 第 一 章 $2 节 知 ， 


W(m,n) = spang{z™ x"D; | œ € Alm), u€ B(n), 1EY}. 


定义 线性 映射 g: U* @ G1 一 Wim,n), 使 得 gar" @ zi) := rD. BR, 9 BR 
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性 空间 的 同 构 . 利用 (1.15) A, 直接 验证 可 知 
gls“ ® za rr @ z) = lg(a" @ 2), gl Pr" @ z). {1.16) 


定理 1.7 设 charF 42. + G=O, 1G 是 下 上 的 可 迁 的 Z- 阶 化 李 超 代数 . 
设 dim(G_1 N Gy) = m, dim(G_-1 NGI) =n, MHA G HERRE Wim,n) 的 保持 Z- 
阶 化 的 单 同 态 g, 使 得 O(G_1) = W(m,n)-1. 

证 明 BA Wim, n) 是 李 超 代数 , 所 以 由 (1.16) 式 知 , (1.15) 式 定 义 的 方 括号 运算 
使 得 U oG- 是 李 超 代数 , HE g BU OG... P| Wion, n) APRS. 易 见 (1.12) A 
定义 的 运算 [, | 可 以 线性 扩充 到 Hom, (0,6-1) E. 由 于 U @G-: 是 李 超 代数 , 于 是 
由 引 理 1.6 知 , Homs(Q, G-1) 关于 它 的 运算 |, ] 是 一 个 李 超 代数 , HE n BU" OG, 
到 Hom,(0,G_1) BBR. 从 而 六 : 是 HomO, G-a) 到 U* @ G- 的 同 枸 映射 . 
由 引 理 1.5 知 , 六 是 G 到 李 超 代数 Homy(Q,G-1) 的 单 同 态 . 因此 $6 := on PBC 
到 W(m,n) 的 单 同 态 . 

显然 {z lie Y} 是 G 的 F- ÆR. be So HELA, Mx) = va), 于 
Æ n fila) = i BK ola) = on ila) = gla) = Di, vie Y. 从 而 可 知 $(G-1) = 
Wim, n)_1. 口 

# G = 四 ,> Gi É Z- 阶 化 与 Za- 阶 化 是 相 容 的 , 则 G1 = G- NG =v. 所 
以 Vo = 0, Hm = 0. 由 定理 17 知 , FE G 到 W(0,n) 的 单 同 态 如 使 得 AG) = 
W(0,n)-1. 因为 W(0,n) 就 是 第 一 章 82 节 中 定义 的 李 超 代数 Win), 所 以 有 以 下 推论 . 

推论 1.8 设 charF 42. $ G = 四 > Ge 是 下 上 可 过 的 Z- 阶 化 李 超 代数 ， 
dimG_1 = n. 车 GG 的 Z- 阶 化 与 %2- 阶 化 是 相 容 的 , 则 G 可 崇 入 到 有 限 维 李 超 代 
数 Win) 中. 

下 面 我 们 给 出 定理 1.7 在 限制 李 超 代数 上 的 一 个 应 用 , 为 此 需要 给 出 以 下 几 个 
概念 . 以 下 本 节 总 设 charF = p > 2. 文献 [24] 给 出 了 限制 李 代 数 的 定义 : 

定义 1.9 设 卫 是 域 下 上 的 李 代 数 .， 车 存在 工 到 自身 的 映射 四 ,使 得 a 一 
afl Vac L, HABA 

(1) adal = (ada), Vac L, 

(2) (kal = kall, Yk €F, Ya E L, 

(3) (a + bb] = all + bll 4 9°? | si(a, b), Ya,b € L. 

其 中 inla, b) Æ (ad (G@A+6)?")(a) P AT 的 系数 ， 则 称 (Lp) 是 限制 李 代 数 , 简称 工 
是 限制 李 代 数 ， 

设 五 是 限制 李 代 数 (L 四 ) 的 子 代 数 . 若 对 任意 ze H, 均 有 oP! e H, 则 称 HE 
是 工 的 限制 子 代 数 , 显然 , z 的 限制 子 代 数 H 也 是 限制 李 代 数 . 

设 p 是 限制 李 代 数 6 在 空间 Y 上 的 表示 , 如 果 olal) = pia), Yz e L, 则 称 p 
是 工 的 一 个 限制 表示 . 

下 面 的 限制 李 超 代数 的 定义 是 由 文献 [42] 给 出 的 . 
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定义 1.10 KH L= 是 域 下 上 的 李 起 代数. Æ 5 是 限制 李 代 数 , # Lo- 
RL 所 提供 的 表示 是 限制 表示 , 则 称 工 是 限制 李 超 代数 ， 

例 1.11 设 A4 二 A 全 四 AT 是 FF 上 的 结合 超 代 数 . 由 第 一 章 例 1.7 知 A 是 一 个 李 
BRE. 作为 线性 空间 , 4 与 4- 相同 ,并且 (A) i A a, (A) 与 47 相同 . 任 
Kares, A glo GE RE ph ac 在 结合 代数 4 PRM). 直接 验证 可 
知 (或 见 文 献 [24] 的 188 页 ), (Aly SPR ERM. Bee (A ye (Ay, 则 有 


(adz)P(y) S a (7) atya?* = z”y — yz” = ada” (y). (1.17) 
f=0 


所 以 (ada)? = adz? = adsl. 于 是 (Aj Æ (Ah 上 的 表示 是 限制 表示 , UK A 
是 限制 李 超 代数 . 
特别 地 , Æ V 是 任 一 个 Z- 阶 化 空间 , 由 于 pl(v) = (End(V)) ,所 以 pv) 是 限 
制 李 超 代数 . 
引 理 1.12 车 4= A, OA; 是 域 F 上 的 结合 超 代 数 . 则 Der(A) 是 限制 李 超 代 
数 . 
证 明 易 见 , Der(A) 是 pA) 的 子 代数 , 所 以 Derst4) 是 李 代 数 , 并 且 它 是 pla(4) 
的 子 代数 . 因为 pl(4) = (Ena(4)) ,由 例 1.11 知 , pl(4) 是 限制 李 超 代数 . 并 且 De! = 
D?, YD € p\(A), 特别 地 , pla(4) 是 限制 李 代数 . {E De Der(A). 由 Leibniz 公式 知 ， 
D’ (ab) = > (7) (D‘a)(D®~*b) = (D?a}b + a( Dr?b), Ya,b E A. 


i 
i= 


因此 DP e Derg(A). 于 是 Ders(4) 是 pat4) 的 限制 子 代 数 , 从 而 Derr(4) 是 限制 李 
代数 . 
任 取 D € Derg(A), EE Derz(A). 由 (1.17) RH, 


(ad DP(E) = ad D?(E). 


所 以 (adD)? = ad D”,  Derg{A) 在 Derz(A) 上 的 表示 是 限制 表示 . 因此 Der(A} 是 
PR fl FR o 

命题 1.13 Wm,n,1) 是 限制 李 超 代数 ,其 中 工 = (1,1,… ,1). 

证 明 由 引 理 1.12 知 ，Der (A(m,n,1)) 是 限制 李 超 代数 . 下 面 证 明 W(m,n,1) = 
Der (A{m, n, 1)). 

BI, Wim,n,1} C Der (A(m,n,1)). 设 DE Dere(A(m,n,1)), HF 8 € Zo. WF 
AD = Yiey Plzs)Di. BIE, Des) = (Dicey D(a) Di) (zs); 另 一 方面 , A(m,n,1) 可 
由 z1,… ,zs。 ER. 由 于 导 子 由 它 在 代数 的 生成 元 上 的 作用 所 惟一 决定 , 所 以 断言 成 
立 , 从 而 Der (A(m,n,1)) E W(m,n,1). 于 是 Der (A(m, n,1)} = W(m,n, 1). 这 就 证 明 
T Wm,n,1) 是 限制 李 超 代数 . 口 
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引 理 1.14 1) W(m,n)-1 Wim, n) 生成 的 Wonn) 的 子 代数 包 念 Wim, n, 1). 

2) &G=@_1Gi A Z- 阶 化 的 限制 李 超 代数 , 若 TEG_iNGs, 则 (adz)?=0. 

证 明 1) 利用 p>2 可 推 得 Wlm,n)-1 = Wim,n,1)-1 与 W(m,n)i = Wim, n, 1)1. 
对 7 用 归纳 法 , 直接 验证 可 知 


[Wim, ny Ly, W(m, Ty Lal = Win, Rt, Desi. 


从 而 可 推 得 1). 

2) 设 zeG-ncr AA G 是 限制 李 超 代数 , 所 以 G5 是 限制 李 代 数 , 并 且 Gr 
寞 Cy 所 提供 的 表示 是 限制 的 , 从 而 (ade) = ads). Ay cll eG, 所 以 adel H 
Ba Z FRM Z 次 数 > -1 FH (adr? #0, M (ada)? 的 RB —p. 此 
j (adz) = adz! 矛盾 ,所 以 (adz)?=0. D 

定理 115 i chak —p>2. &G= Bir Gi 是 了 上 的 可 还 的 Z- 阶 化 限制 
ERRE. H dim(G_1n Gz) = m, dim(G_1 Gz) = n. # dimGı = s(2) + sm, 其 
P s=om+n, A] G= W(m,n, 1). 

证 明 由 定理 1.7, 可 设 G 是 W(m,n) 的 子 代数 , 并 且 G1 = W(m,n)-1, G1 GC 
W(m,n)， 考 察 维 数 知 , Gil = Wonn). W5 114 的 1) 知 , G 2 W(m,n,D. 车 
FE E € GR E ¢ Wim,n,1), HF CC Wlm,n,D, 则 可 设 E = Di, AD 其 
H fi c Amn), 并 且 有 某 个 h g Amal. TEPE i € Yo, HR DAA) 4 0. 
从 而 可 知 ( ad D;)?(B) A 0; 特别 地 , ( adD;y)? A 0。” 此 与 引 理 1.14 的 2) 矛盾 , 所 
EI G = W(m,n, 1). 口 

推论 1.16 HG = oG: 是 具有 相 容 Z- 阶 化 的 可 迁 的 限制 李 超 代数 . 
令 dimG_, =n. # dimG: = n(3), 则 G 同 构 于 李 超 代数 Win). 

证 明 由 推论 18, 在 同 构 的 意义 下 , 可 设 G 是 Win) 的 子 代数 , 并 且 G- = 
W(n)-i, Gi C Win). 因为 dimG_1 =zafo = dim W(n)1, 所 以 Gi = Win). XA 
Win). U Win), ÆR Win), BRU G = Win) o 


§2 利用 底部 确定 W 型 与 $ 型 李 超 代数 


在 本 节 中 , 我 们 利用 上 节 的 嵌入 定理 , 确定 出 底部 的 零 次 成 分 为 一 般 线 性 李 超 代 
数 与 特殊 线性 李 超 代数 的 深度 1 Z- 阶 化 李 超 代数 . 本 节 总 设 charF = p > 3, 在 定 
理 2.12 H, RER FERAHA. 首先 叙述 文献 [31] 给 出 的 除 寡 代数 的 定义 . 

BV ERF LA m 维 线性 空间 . Y ERR) 是 具有 生成 元 集 {z | 
zEV, he No 与 以 下 定义 关系 的 F- 代数 : 


h 
(ety =F ayt, oz) 由 = aa, 
i=0 


人 2” 利用 底部 确定 WAS S 型 李 超 代数 -139 . 


MOMON (" H 9 CS OG 一 ORO 
2 = 1, 


其 中 zy EV, ack, h,kENo. 设 zr1,… ,zm Æ V 的 基底 .由 以 上 的 定义 关系 可 知 ， 
UV) 是 一 个 交换 代数 , 并 且 UV) 的 任 一 元 素 可 表 为 以 下 形式 : 
> Berg em BED «+ glam), 


其 中 CQ1， AmE No, Gol- om EF. 我 们 简 记 u(V) 中 元 素 ze 为 z, 其 
中 = (aam) 于 是 2 = 2), k e No， 仍 记 2) = r 为 mi ie Yo. 
4 B = (B, ore Bm) € No’, 则 z”) € u(V). BR 


OA = lor)... glam) g (Ai), (Pm) 一 (e + °) 2 (2t8) 
所 以 U(V) 就 是 第 一 章 82 FT ee ABRAM Ulm). 在 本 节 中 , 我 们 不 用 U(m), 而 
是 用 UV) 表示 V 上 的 除 知 代数 , 目的 是 以 后 将 在 了 上 附加 有 用 的 条 件 . 
我 们 仍 用 An) 表示 具有 n 个 生成 元 Imre ,zs 的 外 代数 , 其 中 s = min. 
4 A(V,n) =UV) 8 Aln), AY ACV, n) = Atm, n). 同样 , 我们 有 
wy, n) = b> fiD; 
S(V,n) = Spanp {Ds(f) | fe A(V,n), iJ E Y} = S(m,n), 
S(V,n) := {y € W(V,n) | div(y) = 0}, 
其 中 div : W(V,n} — ACV, n) 是 线性 映射 , 使 得 


div(fD;) = (-1)9"p,(f), vf € hg(A(V,n)), Yi EY. 


fE AV, n), te r} = W(m, 7}, 


引 理 2.1 S(V,n) = S(V,n). 

证 明 由 第 二 章 引 理 3.9 的 证 明知 , div(Di,(f)) = 0, Yije Y, f € Ain), 所 
LA S(V,n) C S(V,n). 

By E BSU, n), LAF PAE EH y € SCV, n). 

G) y = fDm. MH f = Dantas a, HP a € NT, u € Bin), ao € F. 
为 div(y) = 0, 所 以 


J anst ma" = 0. (2.1) 


令 Rim) = {a € NF | am = 0}. Fae NS\A(m), 由 (2.1) 式 可 知 aau = 0, 所 以 


y= > anuz 2" Dm 
a€R(m), we B(n) 
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= y QauDim (ait!) 2") € S(V, n). 
aER{m), uE Bin) 
(ii) Y= Vier Vey tout zr Ds aoe EF. (2.2) 
Bic Yo, Ri 


zr Ds 一 Dmir tEn) yr) + petem -et) gtr a. (2.3) 
Bie Yi, 由 D(a) = sen((i},u — tipat” 可 知 


sD; ={(—1) "legn((D), u — (atm gt Dm 


+ Dmir tm) g"), (2.4) 


由 (2.2), (2.3) 与 (2.4) 式 可 得 y = Dm +z, EF f € A(V,n), z € S(V,n). (i) 
知 fDm E€ S(V,n), AH y € S(V,n). 所 以 S'(Vn) C S(V,n) o 
引 理 2.2 Rye wink, KP k>1. Æ [Diy] E€ SV, ni-i, WEY, Aye 
S(V, 2x. 
证 明 Ry = OL ADs. 因为 Daryl € SVa) E BV n), 所 以 div([Dy,9]) = 
0, Wie Y. 于 是 
51) (a (+7) "ODD, (fs) = 0. 


i=l 


所 以 
D; (Enron) =0. 


因此 D;(div(y)) =0, Y4 € Y. M div(y) € A(V, njo N A(V, nh = 0. 于 是 
y ESV, NOW, n)e = (Vn = Vn 0 

设 关 = sD; W= {fh | f EAV) Wi = WA WV). 

aj 2.3 1) (Wi, Wi] =0. 

2) Wi 是 不 可 约 的 X(Vin)o- 模 , KF X=W,W KS. 

证 明 易 见 {zxh|keY} SE Wi 的 FF 基底. 

1) 由 第 一 章 引 理 2.5 的 1) 知 

[zxh, rih] = xyh(2:)h — (17 P a h(a hr 
= senh — (-1) O neh = 90, 

所 以 (Wi, Wi] =0. 

2) 设 zD: eW(Vin)o. W 

[ziDi, zih] = y lz:Di, iss Da] 


k=1 
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= > mir De + (-1)" z:2,D; — (-1) (+70) OD: 
k=1 


a 
= y TiTkDE = zih € Wi. 
k=1 
#1, 则 
[ziD;, zih] = | D ap| =0 € Wi. 


k=1 
所 以 Wi 是 W(V,n)- 模 , 从 而 Wi 也 是 SUV, n) 模 与 S(Vm)- 模 . 
设 M 是 S(7mo- A W, HIERT, Ei- ae (teh) 是 M 的 非 零 元 , 其 中 ok eF. 
不 妨 设 a £0. Hie V\{t}, W 2D, e SV,n)o, 并 且 


[xsD:, 5 ax(axh)] = anh € M. 
k=1 


所 以 zih € M, Vie YN. 又 因为 [eDi sih] = ze M, 所 以 M 包含 Wa AD F- 基底 ， 
ik M = Wy. 这 就 证 明了 Wi 是 不 可 约 的 S(V,n)- 模 , 从 而 Wi 也 是 不 可 约 的 SV, n)- 
模 与 不 可 约 的 W(V,n)- A. o 

引 理 2.4 设 上 = Dol Æ Win) 的 2- 阶 化 子 代数 , HEE Z0 令 工 = 
{easzizDy |664 €Y, j ¢ {it}, aaj € F}. # ant = {0}, 并且 LC S(V,n)e, i= -—1,0, 
则 Li = Wi. 

证 明 Bey = he feDe 是 Ln 的 Zz- 齐 次 元 素 . 令 ie Yo, je Yo\{i}, W zzDi € 
S(V, no = S(V, no C Lo. FEE y € Li Ml (ade:D; y) € Li, 于 是 

(ad2:D;)*(y) = -3(D}(fi))aizsDy € LNT. 


由 已 知 LNT = {0}, 所 以 D3( =0. & j E Yo, i€ Ya, Mle Yo\{y}, W D(A) =0. F 
是 
(ad xD; (ad 2:D;)(y) = —(-1)9 2(D}(f))aiaiDy € Li NI = {0}. 


因此 D3(fi) =0. 
E j EY, BIR DI) =0. BE, 我 们 有 


Difi}=0, 4 FEV GA (2.5) 
Higley, JH iii EAMA. Bien, W h eYit) 由 计算 知 
[enD s [ziDu [zzD，， vl] 
= ~(-1) (+r) a+ (rmt) (DD fi) zimnDy € Li NI = {0}, 
所 以 D;Di( fi) = 0. 设 ie Yo. #7 € Yo, AAA DiC) =0, 则 可 算得 


jsp，， [z:D;, [2.Dy,»]] | = —2(D,Di(fi))ziaiDy € Lin I = {0}. 
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所 以 
DiDi(f) =0, 4,9 € Yo, LE Y\ {i,j}. (2.6) 
车 jte Vi, Whe Yoi, 由 (2.6) RM DaDi(fr) = 0, DaDy(fi) = 0, 于 是 可 得 
pw， [ziD， EDy 圳 ] = {DiDi(P))ziziDa € LNI = {0}. 
所 以 DyDi( fi) = 0. SRE A, HF 3,7, 互 异 , 则 
D,Di( fi) = 0. (2.7) 


由 (2.5) 与 (2.7) 式 可 知 ， fi 中 不 含有 形 如 O28 4L5 与 baat 的 项 ， 其 中 a,b € F, jl Æ i 
于 是 可 设 


i= (x: outs] Ti, Wie Y, 


r=1 


其 中 ar E F. Ali y= tL, fD = Ti (Ez akrzr ) ZED 二 如 十 仿 ; 这 里 


a Tih 
yo = > (È aze) ZKkDA E LA Lg 


k=1 \r=1 


w= > ( >》 on] ZpDR € £10 £7. 


k=l \r=m41 


BW y 是 22- 齐 次 元 素 , My = yo RF y=. 
BH y=, Rige Yo, ii 由 计算 知 


(ad 2:D;)?(yo) = (ad ziDyY (> 5 oa 
k=l r=1 
= aji 一 Gij Ti TiD; ENI= {0}. 
所 以 
_ Qjj = Baz, ij € Yo, ij (2.8) 


HER j E Yo, i€ Yi. Hie Yodah, MWE 


[zzD，， [xiD;,Y] = (2a3; — aij 一 a, }zis: D; 


= (ajj — lij jzixriD; € Lı NT = {0}. 
于 是 


Qj =0 JeYo, ten. (2.9) 
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由 (2.8) 与 (2.9) 式 可 得 
y = y = D (È earar) ZiaDey = > (È outs) aD; 


k=l \r=1 #=1 “j=1 


a m m 
= > ( os) TiD:i = (3: anas) he Wi. 
1 于 一 1 


i=] “j= 


By=y, ER j EY, iey WARG 


[ziD;, [e1D;,91]] = (er 一 az)zizDjy € LNI = {0}. 


因此 
Gij = ij, FEN, iE Y\{j}. (2.10) 
由 (2.10) 式 可 得 
8 a 
yroh= Okp tr Le Dp 
k=1lr=m-+1 
a 时 
= 5 OH 了 TD 
4 一 1 j=m+1 
á 3 
= > aijtjxiDi 
i=l j=m+1 


8 a 
= > oun) 2D; 


4 一 LA 了 7 一 9 十 上 


D au) h eW 
了 一 rm 十 上 
FË L CW. Bol, BW AEBS Sno- FR. 由 引 理 2.3 知 W 是 不 可 约 
的 SU mo- A BREA 1 = Wi. 80 

引 理 2.5 i L= Doli Æ W(Vin) 4 Z- OF RK, HAL = XVn 其 
P X=W X, S, i= -1,0. ROA ceeD, Chi, KEKE {r,t}. MA FRR SE: 

1) #ËleYo LÆk, RA aD, € La. 

2) PD; eh, VieY, jer\{i. 

3) S(V nn C i. 

4) Æ X=S, A L = S{V nm). 

5) $#X=W, ML, =8S(V,n)i 或 WI{V,n)1. 

证 明 1) Æ r= t, A zzsDs 关 0, 所 以 r=t<m. Wed, = 27'2,0,Dy € Li. 
Ber Xt, re Yo 时, 


oD, = 27 {vr Di, trateDe] € Di. 


,144 . 第 五 章 RELA Z 阶 化 李 超 代数 


Morten 时 , 取 1e Yo, LÆ k, WU 


x!) Dy =9! [zD [zzDez-zrzDaj] € Lı. 


2) FH 1) St af D, e Li, HA LE Yo, 1# k. 
(a) F itk, j =k, A fD € 1, 故 可 设 iz# i, 所 以 


2D, = 27 (ada; D) (Dye) € Li. 


LEk, j £k, W 2! Dy = (zP Dy, zeDjl € La. 
(b) 若 i=k, ÉL iW 2D, = oD, eb, 所 以 «Dp; = (x! D, riDj] ely. 因此 


cD; =g! [zaD，， fziD, 2! Dy]] € Ih. 
i= hk, j=l, Wed, = 27D, € ir. Hae Yih W 
xD, = [eP Di, Da] EL. 
所 以 
zD, = 2 (ad z:D;} (rH Ds) € Li. 
于 是 2D, = [2 Dr, saD; € Li. 
3) RAE Dyle) € Lr, FF fol + lul =3, 49 EY. 
若 ij EY, 要 证 明 Dsj {TiTjTE), Di; (#i4227), Diz (£jEkTih Dis (citer), Dyj(%j%%r7) € 
Li, EH kig {iih Or] Yo, rak HH 2) Bl rD = DrD] € L, M 
Tite D; = (-1)7")") [zrDr, 22%-D 3] € L1. 


所 以 


Dij (zivjre) = 一 区 7Di tixrDy] E En, 
了 if 生生 和 = —(-17 "jemi, wixeD,] € La, 


Dyi(ziena7) = —2[25D;, Diy (xiter) € L1- 


类 似 可 得 Di; (pena) € Li, Dii(zizkzD € Li. 

Mi 与 的 其 它 倩 形 , 证 明 是 相似 的 . 

4) 因为 Li = Sm i = -1,0, 所 以 , 由 引 理 2.2 可 知 Ly C Sn 由 3) 
知 工 = S(V, n). 

5) H 3) AM S(Vink cI. 设 S(Vn) Æ l, HO y E LAS nh, 则 div(y) £ 0. 
Y div(y) = Eia Bins, RIF A EF. $ y = (Eia Aziri) Dy, Yj € Y, MM div(y—zj) = 0. 
REVA y- z; € S(Vyn)j G Li. EJE z; € Li, Yj € Yo. 设 B 是 P,Po,… ,Bs 中 第 一 个 非 
PER. 
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(a) Æ t € Yo, Ml z= (Ei Bizs) Di. 由 引 理 2.1 知 


人 BreTiDt E€ S(V,n)1 C Li, keY\{t}, 
i=t+1 
所 以 


BrrreD: = [£ De, ze] — > Pi£kz:D; € L. 
i=t41 


因此 wzkDy € Li, Yk e Y\{t}. 于 是 
2D, = (28)! (« 一 > pa] >.) E fy. 


k=t+1 
易 见 
{x?De +8(V, n)1, stt Di + SV n) | ke Y\{t}} 
是 W(V,n)1/S(V,n). 的 基底 . 由 此 可 推 得 L = WiV,n)i. 
(b) 若 te Ni, yl Zj = (Dia pizzi) Dy €E Li, Vi € Yo. 因此 


zj2tDi = B; [ztDs, z;] € Li, YieY. 
所 以 


getiDe = [21Di tox Do} € La, 


2Z12ID1 = [eDi 212D] E La, 1 ¢ {t,i}. 


易 见 
{r221 D2 + S(V,n)1,212,D1 + S{(V,n)1 | f= 2,--- , 8} 


构成 了 W(V,n)/S(Vinh 的 一 个 基底 , 于 是 可 推 得 Li = Win). 0 

由 引 理 2.4 与 2.5 可 得 以 下 引 理 . 

引 理 2.6 H L= Li A Win) 的 2- 阶 化 子 代数 ,Di 大 0. 

1) $ Li =W(V, n), i= —1,0, AY Li = Wi, S(V,2)1 RH W(V, n). 

2) Æ L,=S(V,n)s, i= —1,0, A) Li = Wi 或 者 人 六 mi， 

4 Vi EF EM Abel 李 超 代数 , 则 [x,y] = 0, Ysy € Vi. W Vo = pV) 是 2o- 
阶 化 空间 v- 的 一 般 线 性 李 超 代数 , 则 v e@ vo E z 阶 化 的 李 超 代数 , 它 的 李 运 算 
在 Vi 上 的 限制 与 Vi 的 李 运 算 相同 , i = ~1,0, 并 且 [fr] = f(x), Vf E Vo, ze Va 
& Vo = spl(V_1) 是 Va 的 特殊 线性 李 超 代数 . ABV ov HZ 阶 化 李 超 代 

定理 2.7 设 charF =p>3. 令 了 工 = 个 ;> Li SPE TEM Z- 阶 化 李 超 代数 . 
设 dim L_1 < 00, La £0, La =0. 
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1) Æ LRA L-i O Lo MAF BMBRK L1@pl(L-1), 则 工 同 构 于 WI(V,n) 的 
FRE W(V,2)-1 BW(V,n)o p W1. 

2) FL YABB L109 Lo 同 构 于 李 超 代数 L-1 Dapl(L-1), ML AAT WV, n) 的 
FRE SV, n)-1 8 S(V, no @ Wi. 

证 明 1) 由 定理 17 知 , 存在 李 超 代数 的 嵌入 o: 工 WO, n) 使 得 o-i) = 
W(V,n)-1. 所 以 我 们 可 设 工 是 W(V,n) 的 阶 化 子 代 数 , 并 且 L- = WV, n). 由 
引 理 2.6 的 1) TH i = Wi, S(Vin)i E WU, nh. # La = SV, nh R WV, nh, IM 
可 推 得 Lz 关 0. 此 与 定理 的 假设 矛盾 , 因此 L =W. 由 定理 2.3 知 W, Wi] = 0. 显 
$R [La, L-1] C Lo = 0. 因为 工 是 可 迁 的 , 故 Ls =0. 对 i 用 归纳 法 可 知 L, =0, vi > 2, 
BRL LS W(V,n)_1 8 W(V,n)o @ Wi. 

相仿 地 , 利用 定理 1.7 与 引 理 2.6 的 2), 则 可 证 得 本 定理 的 2). oo 

下 面 我 们 用 旗 的 方法 表 出 有 限 维 Cartan 型 模 李 超 代 数 . 

设 V 是 域 了 上 维 数 为 m 的 线性 空间 . 称 Y 的 如 下 的 子 空间 链 


FiV=WIWI IW I -0 
为 了 的 一 个 旗 , 其 中 V- 40. RUF) 是 由 
fe? |2 E Va i=0,1,-:-,¢—1} 


生成 的 U(V) 的 子 代 数 , 若 z e VWa AO Ao © u(y), 其 中 0< < pr, 3 
As?) = 0. 我 们 称 i+1 为 z 的 高 度 , 记 为 h(z) = i+1 将 后- 的 基底 依次 
扩充 为 Va- Vase Vo = 站 的 基底 {rizx2,… ,zm}, 称 它 为 相应 与 谍 F 的 基底 . 
E ti = h(x), HP ie Y ={1,---,m}. > 


A(F) = {a E NG | 0 < œ <p", ie Yo}. 


仍 记 aap ake 为 2), 于 是 fo | a € A(F)} 构成 了 UF) 的 一 个 基底 . 
BE zw+1 zs 是 外 代数 A(n) 的 基底 . 令 


A(F,n)} = spanp{fé | f EU(F), £ € A(n)}, 


则 ACF, n) 是 ACV, n) 的 有 限 维 的 Z 阶 化 子 代 数 , 并 且 {zz* | a € AF), u € B(n)} 
是 MF, n) 的 一 个 基底 . 令 


W(F, n) = (Ern kE aF) 了 
SF n) = SV nN WCF, n), 


HF, n) = spanr{ Dyl) | FEAF, n), LjEYh 


名 ”利用 底部 确定 W 型 与 $ 型 李 超 代数 


其 中 Di 与 Di 分 别 如 第 一 章 (2.3) 式 与 第 二 章 (1.1) 式 所 定义 . 显然 , 如 上 取 定 相应 于 
jii F 的 基底 后 ， AF, n) 就 是 结合 超 代数 Atm, r,t}. 所 以 W(F， n), S(F, n), 与 SF, n) 
就 分 别 为 W(m, n, t), Sim, B, t}, 与 Sm, n t). 以 下 总 设 2 十 19 ”5 Es 为 外 代数 A(n) 的 


基底 . 令 , 
X'(F,n) = J [X(F nj X(Fin)i] {> 1, 
其 中 多 =W 或 8. 


引 理 2.8 R F:V =V 2V 2- D2 Va D V= 0 È V éii, 21,.… ,Ym 


AV ETA F 的 基底 ， 
1) & ztozeDi € W(F n), b> 1. F [ul > 1, WY 2M 2"D, E WF nje 
2)%1f¢p'-1, v0EN, A) WF nj = WF, n) 
3) & L= p —1, V = {zr1… Em} AO Ve. 则 


WIF, nj = W(F, nji + spany {zt ID: | 23 € V, iE Y} 
= W(F,n): + spanp{z”D, | e€ Va iEY} 


(Æ t> 9 约定 Vi =Vey2=- = Ve = 0). 
证 明 我 们 分 以 下 两 种 情形 证 明 1). 
(ayieY, 若 |w|>1, 取 ke fw), 则 有 


[2 a,.Dg, x* Ds] = sen((k), — (Kyrri € 友人 (大 ,mr 
Æ |u| = 1, WAR z" = tr, k E Yi. 4 a Z 1 (mod p) 时 , 则 有 
BD, mirr Di} = (1 — aie rD. 
所 以 ztmzkDi E W(F,n). 44 a= 1 (mod p) BT, W 
多 (一 “028Dh tersDi] = 2! 2D, E WF, 1). 
(b) ie Yi. Æ laj >1, X j€ Yo TË 
(zD; sya“ Di] = 2° oD: € WF, n) 

Ë la = 1, 则 可 设 ro = z, j E Yo. 1 ig {u} 时 ， 

f2"D,;, 2) DJ] = zjx“ Ds € W'(F, nh. 
4 i e {u} 时 ， 


[zet  D,, 2) 2Ds] = agn(u — (i), f))aje"D: € W'(F, nji. 
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Ë la} = 0, 4ic {u} H, RM je Yo, Fe 

[x"-D,, asasDi] = sgn(u — (i), (i)a D: € W'(F, n); 
Mid {up Mt, Ree {uh WO 

[人 Di koiDi] = sen(u — (k), (k))2"Di € W'(F, nh. 


2Qhix¢pt—-1,vieN. 4 2 a"D, c€ WF 0). & lul > 1, A) A c™a"D, € 
W'(F, ny. 下 面 证 明 |u| = 0 BF, 9D E WF, nb, BE oD; e WF, ni 我 们 分 以 
下 情形 讨论 . 

(i) i € Yo, a: =0. 若 存在 je Yoi, (EAE a; 40 (mod p), W [2° D;, sD] = 
ajz D; HEVA HD: € WF, nh. 设 对 任 j e Yo\{i}, WA o = 0 (mod p). HE 
F j,k E€ Yo\ {i}, 使 得 oj £0, ex #0, 则 


fale D, aller VeND,) 一 2D, E WF, nh. 
着 只 有 一 个 j € Yo\li}, 使 得 a; #0, Ray = Yh aap" Æ o; 的 P-Adic BA. A 
H lal Apt, vt € N, HTVA ($2) #0 (mod p). Maken, WA 

er DD, rrei)okDi] = (z) z®D;, 
KM 2D, e WF, nje 
(ii) i € Yo, a; £ 0. FF |a — oel 2> 2, W k e Yi, M 

jtt De, p) Di] = 2D, € WF, n) 
Ë la- asei| =1, HF lal > 3, ME o: 22. H key, W 

[af D,, so gD = cD, E WF, nje 
i |a — osl = 0, El a = osei. 若 a 关 0 (mod p), BE k e Yi, Le Y\{k i} 由 计算 知 

[se VOD, zizkDi] — (ai 一 Deta VOD, wreDe] = ox Di, 


故 cD; E WF, n)i. Æ o = 0 (mod p), 可 设 ai = Dh- aap" 为 o 的 padic BA, 
则 (St) #0 (mod p), (,¢4,) =0 (mod p). 因而 


(ze +D, zi 9D] — Os [| reap, 
t1 4 p" _ 1 pr t 


所 以 2D, & WF, n)i- 
E, 我 们 证 明了 W(F,n): C WF, nh. BWF nh EWF, nh, IA WEF, nh = 
W'(F,n)i. 
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3) 设 xx*D 是 W(F,n) AEE. F lul > 1, 1) raD: € WF, nh 
Bul =0. Ai =p'-1 4) lol = pt. BaF ptej Vj € Yo, HH 2) REG oD; € WF, nh. 
Brus 


W(F,n) =W (Fn + spanp{2 D, |jEYaœa EY} 
= W'(F nk + span, {2° Di |7€¥o, 1€ ¥} 
=W (Fat span, {x?D, | 2;€V,71EY}. 
BE = {£h 2i ti h UY PRE FER ze Va 可 设 > = Ei y artin, 
其 中 ov cF ARTE SR BRR eX HEA 


k 
2) = atl alt + y, 


r=1 
其 中 y 是 形 如 azt) gtd _— git) HIER Z M,a € F, k < P, i= 1, wee y k. 于 是 
art) gla) Di = agtt, E WF, nh, 
所 以 yD: € W (Fn). BW oD, = yD: + vt, at's?" Du 所 以 
W(F,n) = W(F,n) + spang{2"D, |se% iEY}. 0 


BB 29 BFIV=EW QW D--DY1DV=0RV H+, {51,.… ,zm} 
AV 的 相应 于 旗 F OBR. & Hh = (21, Em} OV. 设 Diez") € SF nh, 其 
中 上 >1. BRAALEN, 使 得 cl sz% E {a0 as | zren, ke Y}, RY D(z") € 
8'(F,n). 

证 明 Has (a, am) E NS, & N(a) = {i € Yo | a, 40}. AB A=1 RK -1. 

(i) 设 Dayler") € S(F nj b> 1. 我 们 证 明 当 |w| > 2 时 , Dy; (2'M 2") E (F, nje 

车 |al = 1, W |u| > 3. 不 妨 设 ie N(a)U {u} GF j € Na) U {u}, 证 明 是 相仿 的 ). 
2 4€ N(a) Bf, r = ei 设 ke {uj ki 利用 第 二 章 引 理 3.10 的 3), 可 算得 


Dylai”) = ADix Cw”), Diy (a a) € S'(F nh. 
ie {u} if, B a = er, r € yo. 车 i=j, 取 ke {u}, he {uh {i k} Ml 
Dalers”) = 27 MDaulerr“ ©), Dri (ThZkTi)) E S (F, nje 
Bizi izr 则 
Dier T") = ADi (era ), Dir(zGer)oij] € SF, n) 
BH j =r, I k e {u}\{i}, h € Y\i j k}, I 


Dis (zr2") = A[Din(tr2n2x), Drele“) € S (F, nh. 
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设 lal > 1. 不 妨 设 ie N(a) U {u}- 
(a) i€ Nia) WAE. BGC Y\N(a), Wke, ki Prevor{e} 则 
Dalar") = A[Dip(2-2"), Dja ax)] € S'(F, n)a 
车 jE N(a) 并 且 a: £0 (mod p), 取 ke {u}, 则 
MDa (2 2") = [Dig (a! Ptr), Djl") E SF, n) 
所 以 Di (x 2") € SF nh. Æ j € Nfa), ai = 0 (mod p), W k € {u}, r € Yik}, Ml 
Diala x") = A[Dye (a 2"), Dir (a 8 Tre) € S (F, nh- 
(b) ie fa 的 情形 . 4 j ¢ {u}, HE k € Yii}, r Yo, M 
Dy(a a") = A[Dsa (2 eu), Djr(aee")] € S'(F, n). 
Æ j e {u}, 4 [el < 3 Ot, Br € Yo, ke Yii ih WA 
Di; (2 a") = ADir (eret ), Diala nzr) E SF, nh- 


当 jul = 2 时 , 因为 je {u}, 故 可 说 2* = zizi. 如 果 |N(a)| Am, NR h E Yo\N(a), F 
Æ 


ADin (2 O gpr) = [Dan (Ema), Dial r) EF, nh. 
R k e vi\{i}, 则 
[Dex (itr), Djn(TiTiEn)] = ADsin(2' rpe) + wDij (2 re), 


这 里 #= 1 或 -1. 因为 ADi Ras) € SF, nk, 所 以 Dyfer”) = Di; (2 a,2;) € 
SF, nt. 如 果 [Ro] =m, 取 re Yo, tE YN j}, he Yo\{r}, 则 有 


De (x! 252) = AMDae(al°~ r 5), Djale r eyan)] E S (F, nyu- 


Gi) 设 Dy(r sr) € SF, nj, BP k e Y, 并 且 不 存在 te N, 使 得 zt © {sf | 
zp € V}. 下 面 证 明 Dylet) € S'(F,n). 

(a) i € N(o) 的 倩 形 (F j e N(o), 证 明 是 相仿 的 ). 如 果 |N(a)| > 1 FFE o: > 2, 
H kE YM jhr eY, rk MA 


Dyl Var) = ADir (a trer) Dinle R) € SF, n) 
如 果 |IN(o)| > 1, 并 且 am =1,R ren, he Yig kh WA 
Dyle tr) = ADsr (s z,}, Dyn (teteta)] E S (Fn) 


如 果 |N(a)| = 1, 则 Dayler) = Diy (2 2g). 我 们 分 以 下 两 种 情况 讨论 . 
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(a)-@ 设 Qi 关 0 (mod p). 若 i,k € Yo 或 者 ik € Yi, NA 
(Di; (viter;), Dy; (a) = AaiDi; (t ey), 
FE Dij(x ay) € SF a). A IEYO KEN, Wl 
[Dye (a #25), Dy OP a8)] = AaDas (2 zg), 

故 Di(z(% zr) ES (Fim. Æ j € Yi, k E Yo, Mage V\{k, 4}, Ml 

Dpj (alot Dee) gen) — [Dral AE e), Dg; (2\**)z,)] E SF, n)t, 

[Dr(a Den), Daz {a 2,9] 

= Aa:D,; (zeg) + Dj {ellos es) Gen) € S'(F, mye. 

HLA EP By HE Dyle eg) = Dyle rr) E S (F, n) 


(a)-@ BE ay = 0 (mod p). Fay = Di kip! 为 om 的 Padic 形 式 ,其 中 心 夫 0. 由 
已 知 2 #2"), BLL as — p” > 0 SFA (Fs) #0 (mod p). B r e Yi jk}, WA 


a(x) Ds (amr) = [Di (2+0), Di (a yp) € S'(F, nje 


所 以 Dy (aap) € SF, n):. 

(b) Æ ij ¢ N(a), NITIR k= 7 RA k= i (否则 Dalar) = 0). PIR k= 5. 
分 别 考虑 |IN(o| > 1 与 N(a) = 1 的 情形 , 相仿 于 (a) 可 证 得 Duler) € VF, a)i 

(iii) BE Da(z(e) € SIF, a), 并 且 不 存在 te 使 得 re © {20° |e, eV, REY}, 
我 们 证 明 Di;(2) E S'(F,n)i. 

FAT ar #0 (mod p), W Dij(2) = a.Dij(2 2x). 由 Gi) 知 , 此 时 Dult) < 
SF, nje 

& ax = 0 (mod p), Vk € Yo. AN) = 1, MTIR œ: AO RMA o; #06 
则 Dy) = 0). Ao; £40 BWl=p'-2HhPtren Reen kAj 
则 


Diifeto) = Di; (2?) = —Din (aD r) 
= ADi {zy wizTk), Dig (a Da) ESF, n) 
Ap 一 2, 则 1+2 关 pt 车 14+2 关 0 (mod p), E (ii) M 
Deja x5) = (E+ 2)Diy (aD) € SF, n) 


Æ l+2=0 (mod p), Hl+2= Yj, up Hl +2 BY padic 形式 . WM (447) 40 (mod p), 
FHA 


( + 2) Dy (al 2)) = [Di (ztC+2 Je) Dylet Hg ES (F 2). 


p" 
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于 是 Dylet) € SF, n)a 
A [N(a}| > 1, WHR ie N(o). Meen, A a> pW la—aei|>p A 


Dy (29) = A[Deg (a? ng), Dea 2) ES (Fyn). 0 


推论 2.10 BF HY 的 定义 如 引 理 2.9. 下 面 的 命题 成 立 : 
1) 若 不 存在 teEN, BHF l= —1, A] S(F,n) =S (F, n). 
2) #l=p'-1, Ri 


S(F,n) = 8'(F nh + spanp {Di (20 ax) | rr EV, i956 e¥} 
= 8 (F, nk + spanp{Di; (Pn) | ze Vn ihkEY}. 


证 明 显然 SF,m CS(F,n):. 应 用 引 理 2.9 可 得 本 推论 (2) 中 后 一 个 等 号 的 证 
明 相 仿 于 引 理 2.8 的 3). oO 
设 王 是 V 的 一 个 旗 . 令 


X(F, n)! = {y € WV): | ly, X(V,2)-a] EXCF, nha}, 


Kp xX = w 或 者 5. 

引 理 2.11 RF:VaEWIND---DYW19DV,=VAV H-PR, X=W SH 
#5. 

1) #ix¢p'-1, YteN, A] X(F, n)! = X(F, nh. 

2) $F l=p'-1, W XF, r = XFia APEA: V= VDD D Was 
Vi D Via =0 Et RF EHS t > 9 则 令 Vori = = Ve- = YW = Vip = 0). 

证 明 我 们 仅 证 明 本 引 理 的 2). 1) 的 证 明 与 2) 相仿 , 并 且 稍 有 简单 . 易 见 , 若 i = 
p1, W AF, noh = ACA). 

(i) X = W BYTE. . 

(a} © y dE WF, or 的 一 个 元 素 . By = DADs 其 中 A € ACV, n). BD Ly, 
W(V,n)-1] E W(F,n)-1, 所 以 


DiJ) € ACF, n) VEG EY. (2.11) 
假设 某 个 A MAn) MR A= Day haut Me", HH 0 A ka eF FE f KIE 
项 kaus r" skAPn ZF lul > 0, Rk {u}, W 

De(2 r") = sgn((k), wu — (ko gD ¢ AF ne 
由 {2.11) 式 可 知 Da lea") < MF, nh, WA ACF, n) = AF, ns 矛盾 . 
B la = 0. WW WY to, Rho koen, HE rO ¢ MAn. 因 


为 Yy E WV, nhs 所 以 jal 一 《十 1 =p’. 由 gia ¢ A(Fi, n) 知 ， FÉ j € Yo 使 得 z E 
Vr\Vrrl 并 且 ay > pt, 其 中 r<t-l. 若 IN(o)| >1, 则 可 设 ak #0, 这 里 大 关于 于 
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是 Dy (af) = r) ¢ ACF nh 此 与 (2.11) RI. 车 |N(a)| =1, Wk a = azez. HE 
4.0; =14+1=p'. AH t>r+1, HY 


D(a) = xP Les) ¢ A(F,n), 


也 与 (2.11) AFA. RIE fi € A(Fi.n), We Y. 于 是 ye WA A 
WF, ny! C WA, nt. 

(b) Hy = E2 ADs € WiFi, nr). 我 们 证 明 y E€ W(F,n);7. 

BH fi = Day Kouta", HHO A kou E F. MARIEH Diss") € A(F,n):, 
Yi EY, 这 里 kausa" Æ f REARS. 

AA ye Wink, 所 以 sa" € ACF nia. F ul 2 1, W lal <t+1 = 7, 
此 le" € ACF nhy. 于 是 Dir") E A(F,n)1, Yj E Y. FF |u| = 0, 4 |N(o}| > 1 
时 , 2 € A(F, nai, 所 以 De) € A(F,n). H |N(o)| = 工时, 可 设 = p'er, 其 
tH ke Yo. 易 见 此 时 也 有 Di) E AF, nj, 所 以 页 (Fr C WEF, n’. 

由 (a) 与 (b) 知 WEF, ny = WF n) 

(ii) X =5 ATA. 由 G) 知 


S(F,n),* C WF, n) = W(Fi,n). 


E yE MFi,n)y*, Wy EWV, nh 并 且 [Diy] E XF n) CSV, n), Vi EY. 由 引 理 2.2 
知 

y €S(V,n) A WA , nh = 8(Fi, ns, 
所 以 SF n) C B(Fi,np. 

Wy = DL, AD: € (Fony, W Day) € 5(Fi,nh 1 因 D(f) E A(Fi.n)s, 
VAj EY. RD (fi) = Yvan kote". 相仿 于 (i) 中 (b) 的 证 明 , 我 们 可 证 得 Dy(f:) < 
A(F, nh. 于 是 

[Dy,4] E WF, m1 n&(V, n) = B(F, nji- 
所 以 ye S(F, nr, 从 而 S(Fi,n7' eSF nor BA 
S(Fi,n) C SR nn}! CSF, n’. 


H SF, n) t = S(Fi,n). 口 

定理 2.12 设 F 是 特征 数 p>3 的 代数 闭 域 . 令 工 一 四 :> 1 大 是 下 上 的 有 限 维 
的 Z- 阶 化 的 单 李 超 代数 ， 并且 Lo £0. HV =L 11g, dimli n Lr) =n. 

1) HL ARM L-i pL 同 构 于 李 超 代数 L-i Opl(L-1), MAEV HF, 使 
LZ W(F,n)}. 

2) 车工 的 底部 Li © Lo 同 构 于 李 超 代数 L O spl(L-1), MAA V ORF, 使 
# L™S(F,n). 
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证 明 因为 工 是 单 李 超 代 数 , 所 以 由 第 一 章 命题 1.15 知 工 是 可 迁 的 . 于 是 由 定 
H 1.7 知 , FECES RA IRA yg : 工 一 W(V,n), 使 得 ptL_1) = WU, n). 故 可 设 工 
是 WV, n) 的 子 代数 , 并且 L-i = W, n) -1 = S(V,n)-1. 

1) 由 已 知 Lo = pl(L-1). 因为 plb-1) = WV, n)o, 所 以 由 引 理 2.6 与 Le #0 知 , Lo 
与 五 只 有 以 下 两 种 情形 : (0) Li = W(V, n)a i=0,1. (ii) Lo & W(V, njo, Li = S(V,n)1. 

(i) Le = WV ns 的 情形 , i = 0,1. 不 妨 设 Le = WV, n) i 一 0,1. 我 们 对 i 用 归纳 
法 证 明 存 在 Y 的 旗 ,使 得 L = W(F,n)i, Vi> 1. 

#Fo:V=HWIVW=0. H charF =p > 3 4, 


W(Fo, n) = W{V, n): = La, t= —1,0,1. 
4 i> 1, 假设 对 任意 # <1, FE V 的 旗 
F:iV=VW2QNV2---2Vi-1 DV =0 


使 得 L; = W(F,n). 显然 存在 1 e N, ER po <i< pt. Ets h, MAY = Va 
=.= Wp =0. Ë t> h, MSV HV = =K=0. 于 是 我 们 得 到 旗 


Fi:VoM2U2---2v¥1DY =O. 


BA W Fins = WF, n)i, Vi <b. 
(a) iA pt 一 1, 由 引 理 2.8 的 2) 与 归纳 假设 可 推 得 


7 一 1 


WIF n) = W (Fin) = Sole Lyi} CL 


& Le = {ye W(V,n) | [p, 2-1} S Lia}. 由 归纳 假设 与 引 理 2.11 的 1 知 
LEL = WF,n) = WF, ni, 


所 以 Ly = W(Fi, ni. 
(b) Æ l= p -1 MERA, APP 


RV=WIWI MIWA WI WD. 
易 见 , MER i <l, A WF an): = Wnh. 于 是 
W' (Fo,n): = W (Fi, ns = Li, (2.12) 
其 中 := Tee Ll 显然 LC Ly. 由 归纳 假设 与 引 理 2.11 的 2), 可 得 


LEL = WA nT! = WE,n). (2.13) 
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由 引 理 2.8 的 3) 与 (2.12) 式 可 得 
W(Fa,n): = W (Fan) + span, {x D, |reV,ieY} 
= Li + spanp{2"" D; [zev,ier}. (2.14) 


A> Q = spang {x € Vi | 2D, + Li € L/L ic Y}. & 
R= spanz{f zt 7)D， 十 下 |zE@iEYh， 


显然 RC L/L. 
AE z + Lie LAL, HEP z e L CCW,nh， 由 (2.13) 与 (2.14) 式 , TJE > = 
Ti ADi 其 中 


he = tf? 十， 十 项 站， 人 
因为 下 是 代数 闭 域 , 所 以 可 设 
hiDi = (ga +--+ + Gig) PD + Ds, 
E h eG of)... ff) 的 元 素 之 和 , 其 中 ae li< pi,i=1,… ,k AT hD: € 


1 t 
W'(Fa nji = Li- W gi = ga ++ gins WD +L) = gP Dit LL FH 


zt =i D+ Li, Hg ew. 


i=} 


设 {r1 ,zm} 是 V 的 相应 于 旗 A 的 基底 . 易 见 {r1 ,zxm} 也 是 相应 于 旗 Fo 
的 基底 . FEE Wn {11 ,zm} 是 VW RBI. ABR {381,… ee} = Vi O {a1 te}. 
因为 a e Vi, RAR g: = Ei ac, ar € F, 从 而 


v 


v tp") 
gf? = (= arar) = D a?i a?) + hs, 
其 中 的 各 项 均 不 含 因子 of, 一 1,… 随 之 ， 


t t 
a?r? TP 4. Ds (hi), PE 1,+-+ , Uf, 
D; (gf?) 一 ij ™j 5 ( } J { } 
0, je YN\{,.-. ,v0}. 


所 以 Dilg D: E W'(Fa,n). BOER 上 sy, 有 
aeD,(g?)Ds € W'(Fan)i (2.15) 


因为 EE 是 Lo- 模 , 所 以 对 任意 RG EY, 有 


ad (znD;){z + Li) € Li/Ly. 
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由 (2.15) 式 知 
ad (zxD;)(z + Li) = [z+D;, 2] + Li 
= [a> > aD, +L; 
i=l 
z (pq (pt) , 
=} Dy (og? "Di — Ag? Ds + Li 
i=l . 

= —Ag? Dy + Lh. 
其 中 和 = 1 或 -1 于 是 ge D; + Li e L/L, Vje Y. 因此 gr €Q, vk eY, M 
而 of D, + Li e R. 所 以 


4a 4 
z+ =% gP D+ = SGP D+ 


i=l k=1 


a 
t 
=J (gP Dr + Li) ER. 
k=1 


于 是 L/L CR. Ml 
Lif Lf = R= spanp{zD, + Li | ze Q, ic Y} 
从 而 可 推 得 
Ly = Li +spang{xD, |r Q, 1€ Y}. (2.16) 
4 
FV=WIWI I Via DVE DV =0, 


其 中 Wi =Q. AGL Li = W(F2,n) = W{Fa n), Vi <1, FÆ Li = W'(Fa nh. H (2.16) 
式 知 
Li = W'(Fs,n) + span, {x D; ze ie Y}. 

由 引 理 2.8 的 3) 知 五 = W(Fs,n)1, 归纳 法 完成 . 这 就 证 明了 存在 V 的 一 个 旗 F, 使 
得 工 = W(F,n). 

以 下 我 们 先 证 明定 理 的 2). 最 后 青 证 明 1) 中 的 情形 ü) 不 能 发 生 . 

2) HE Lo & spl(5-1).， 由 引 理 2.6 的 2) 与 Lz 关 0 知 , Li = S(Vinh. 由 
于 spl(L—1) = S(V, n)a, 所 以 不 妨 设 Lo = S(V, n)o, Li = S(V,n)1. 下 面 对 i 用 归纳 法 ,证 
明 存 在 V ARR F, 使 得 


SF, n} C Li CBF, nj Vi>1. (2.17) 
我 们 仅 概述 妇 纳 过 程 , 细节 证 明 留 给 读者 . 假设 存在 Y 的 族 


Ai:V=WINU D.e D2 Vi- 2M, =0, 
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使 得 S(Fivn): C Li CSF nh Vi < 1 Wp <i< pli Rpten Fe< a, W 
AY Va = Vy = 0. E t> h, WS v=---=K=0. 于 是 可 得 过 


PV=WIOWI I W112OW=0. 


易 见 (Fank CL, C S(Fo,n)i, Vici 由 第 二 童 引 理 3.9 的 证 明知 8,5] CS, MTV 
的 任意 旗 F, WA BF, n) (F n) E AF n). 于 是 可 得 SCPamji = S (Fa, n), 从 而 可 
知 Li = 8{Fa mr. 

(a) ELp 一 1, 由 归纳 假设 与 推论 2.10 的 1) 知 


Ly D LD=8(F,n) = S(Fo, n). 


由 引 理 2.11 A) 知 
L C L CB(Fa,n)! = S(Fa n)a 


所 以 
S(Fa,nhi C Er C S(Fa, x). 


(b) # l= p — 1, 通过 延长 旗 Fo, 构 作 如 下 的 旗 
Fa: V DV D+ D Via =W D Via =0. 
利用 归纳 假设 与 引 理 2.11 的 2), 可 得 
S'(Fs,n)i = S'(Fa,n) = L C iy CL CF nm) = SFs, n), 
特别 地 , Li C S(Fs nh. 由 推论 2.10 知 
S(Fs,n): = S'(Fs,n)c + spanp{Dij(z” xy) | cE Vi, 4,9, 6 EY}. 
4 
Q = spang{x € Vy | Dis(w re) + Li € L/L, i,j,k € Y}, 
R= spang{Dij(2 zr) + Li | 2 EQ, ijk EY}. 


7 1) 中 的 (b) 可 证 得 L/L; = R, 进而 可 得 = L +M, 这 里 M = spang{Dyj(2 24) | 
2€Q,i,3,k¢Y}. $ 


Fai: V= DV D- D Vea DW D Vi =0, 
KH w =Q. WA 
S'(Fan) +M E +M CS (Fan) t+ M. 


于 是 


S(Fa,n)i E Li C S(Fa, 7). 
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归纳 法 完成 . 于 是 (2.17) 式 成 立 . 

假设 存在 i € 本 使 得 (217) 式 中 的 SF, n) £ Li, BP S(F,m)i G Li. 因为 S(F,n) 
是 S(F,n) 的 理想 , 所 以 由 (2.17) A, S(F,n) 是 工 的 真理 想 , 此 与 工 是 单 李 超 代数 
FB. 于 是 L = S(F,n). 

最 后 我 们 说 明 , Æ L= Oo l 满足 定理 的 条 件 , 则 情形 (ii) 不 能 发 生 . 否则 ， 
Lo = W(V,n)o, Li 一 So & La = S(V,n)-1, Lo = S{V,n)o, Li = Li, Vi > 0. 
H L = iri Lan WCE LB Z BFR 由 2) 知 , FER F, 使 得 


S(F,n) CEC S(F,n). (2.18) 
4 (F, n) =S(F,n) 4+ WV njo DE WV, njo = W(F,n)o, 五 E S(F,n), Vi > —1, H 
第 二 章 引 理 3.8 知 , div{[D, E) = 0, 则 有 

[D, E] € (V, n) NWF, nh = SUF, n)s. 
于 是 可 知 S*(F,n) 是 WV, n) 的 子 代数 , SCF,m) 是 S (F, n) 的 理想 . 由 (2.18) 式 可 知 
S(F,n) CE+ WV, njo C SF, n) + WV,nY, 

所 以 

S(F,n} CL EHF,n). (2.19) 


EE SF, n) = SCF, n), 于 是 可 推 得 S(F,n) JESF, n) 的 理想 . 由 (2.19) ÈA SF, n) 
是 工 的 理想 . 因为 Lo SF, no WSF, n) 是 工 的 真理 想 ,此 与 工 的 单 性 矛盾 . 所 以 
情形 (ii) 不 能 发 生 . 定理 得 证 o 
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本 章 将 文献 [88| 中 的 混合 积 椎 广 到 Cartan 型 模 李 超 代数 , 从 而 实现 了 Cartan 型 
李 超 代数 的 阶 化 模 . 进而 讨论 了 Cartan 型 单 李 超 代数 Hion, nt) NER. 本 章 的 
最 后 一 节 将 文献 [81] 中 的 ad- 宪 零 元 的 方法 推广 到 李 超 代数 , 从 而 证 明了 两 类 特征 
零 域 上 无 限 维 Cartan 型 李 超 代数 的 自然 滤 过 是 不 变 的 , 进而 诞 明 了 它们 的 自 同 构 都 
是 由 其 底 代 数 的 自 同 构 诱导 的 . 


$1 混合 积 


设 下 是 特征 数 p > 2 的 域 , Y = BOY EF EW 2- 阶 化 空间 . + dim = 
m, dimVy = n. 设 plY) 是 了 上 一 般 线性 李 超 代数 . 令 c1,---,em 是 Ve 的 基底 ， 
en+l yes 是 三 的 基底 , HP s=min. 置 


pio(m,n) = {(49} [AEF E mxm, DEF Lax nF}, 
plr(m,n) = {[82]| BEF Emxn CRE Enxm p), 
则 pl(m,n) = pim, n) @ ply(m, n) 4 pl(V) 同 构 的 李 超 代数 . + 
Piim, n, t) = A(m,n, t) 8 pl(m,n). 
E Pim, nt) 中 如 下 定义 |, | 运算 : 
lagz, bgy] = (1 ap @ [x,y], (1.1) 


其 中 a,b € A(m,n,t), z,y € pl(m,n), 则 pi(m,n,t) EAERI. ZA e Wim, n, t), 
NW A@1 € Endim, n, t), 使 得 


A 
0 
9 
C 


(AQ 1a &zr)= Ala) Dar, ae A(m,n,t), xE plim, n). (1.2) 
令 Pe Piim, n), #8 P 是 可 道 阵 ， 设 A= Di AD: € W(m,n, te, 其 中 0 € Za. 令 


A = > (CEEA DA) [624] P EsP, (1.3) 


k,4=1 


其 中 (k,9,7) = rk) + r{i)} + T(G), Ey 是 s x a ERE, 它 的 (0 位 置 元 素 是 Seid. 
则 A € ply(m, nt) 因为 d( Ers) = T(E) 十 Tj); Yh,jEY = {1,2, n 8}, 所 以 


(Beis Eal 一 有 _ (1) THF FOO +70) Biy. 
命题 1.1 K C = [A. B], 其 中 A € Wim, n, te, B € Wim, n, thus p,p € Z2. 则 


Č = [Ä, B] + (A@1)(8) - (-1)(B @ 1)(A). 
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证 明 A= DL, ADs, B= joi gD MW dlg) =n +7), Vi EY. 由 等 式 (1.1) 
可 得 


[De fj) @ P ErP, Dilg) @ PP EaP) 
= (EEO DD, (FD:(g) @ P7 Ers, Bul P. 


WA 
(4, B] 
= J (-1) "De (Fs) g PEP, Yi" Di(gr) @ PO EaP 
bg il 
=}. (—1) 6:46-8:91), S) 四 已 ErP, Di{gr) @ P7 EaP) 
= Se PEAD uH + OD, CF Digi) 
有 


@ P'E; EalP 

= >: (1) 84+ GH DEON VDF Dil gr) 
kojit 
@ P(n En 一 (De 和 Ba) 


= So (-1) 4D (f)Dilge) @ P7 BaP 
LAF 


— DDD OD CF, \Di(ge) ® P'ByP 
kt 


= > (-1)% "#9 Da (fDi (ge) 9 P EaP 
kál 


— PE Ite ED, (g)Drlf;) & PEP 
bia 


= F (-1 9D, (fi)Dilgy) @ PT ErP 
klj 


_ 51 (- 1) *D, (1) Di( Fs) g PE, P 
ki, 


= Y (Det (Delfi) Dlg) — (—D) Dr(g)D(f;)) 
klj 


@ PEs P. (1.4) 


直接 计算 知 ， [4, B] = yea qi;D;, 其 中 


a3 = >, (fDi(g) -— (1) glt). 
{=1 


fl RAR 


所 以 
Delai) = 》 De (fDi(g9)) — (-1) > DufeDe( 方 ) 
{=1 t=1 


= SF (Del fiDe(gs) — (-1)* De (on) Di(s)) 


S5 


+ (C + AD, Dila) 
periere giDxDil f;)). 
由 (1.5) 式 可 得 
C= (Dt DD (qs) @ PEP 


kij 


= > (一 1)} (ot) (Dr{fi}Di(g;) 


kit 
— (-1)" Da (gD (fs) @ PO ErP 


+ DDD £D Digs) g P~! ErP 
kj 

— PpD +9 oD, D(f) 2 PEP. 
k jt 


由 计算 知 


(A@1)(B) = (È fn) 2 1) (Seon. ® zu 


{=1 k,j 


= DDE TD DED(g;) D PEP, 
kj 


(B® 1A) = DN gD, Dil fy) @ P7 EP 


kaif 
由 (1.6), (1.4), (1.7) 与 (1.8) 式 即 可 得 
Č = (A, Bi + (49 1)(B) — (-1)(B @ IXA). 


命题 得 证 . o 
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(1.5) 


(1.6) 


(1.7) 


(1.8) 


B £ EE plm n) 的 子 代 数 , P € plim, n), 并 且 P SARE. 令 CCP) = {PQP | 


Q € L}, WM LCP) 是 plmm) 的 子 代 数 . £8 € Zo, > 


Q = {A E€ Wim, n, Bo | A € Alm, n,t) @ L(P)}. 


B= GOO. H AEO, BEM, 0,4 E Za, WW A, B E Amn, S LP). 由 (1.1) 式 
知 [A, B) € A(m,n,£)@ C(P). 由 (1-2) RH, (41B) 5 (Be D(A) 均 属于 Am, nt) S 
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L(P). 由 命题 11 知 [A,B] € 0, $e n HE Wim, nt) 的 子 代数 . 仿 文 献 88), 我 们 称 O 
ALE Wm, nt) 中 的 P- 伸张 . E P ERRE, UR OY eE Wm, nt) 中 的 伸张 . 
易 见 , Win, n, £) LAE plim, n) 在 Wim, nt) PRISE. 
设 Q= [8jenpl(m,n), HP B Æ mxm pE, H 是 nxn 和 阵 . 由 第 四 章 $3 节 知 ， 
str(Q) = tr(B) — tr(HY). 令 


spl(m,n) = {Q € pl(m, n) | str(Q) = 0}, 
则 spl(m, n) FE phm, n) 的 子 代数 . 显然 李 超 代数 spl(m,n) 同 构 于 李 超 代数 spl(v), 其 
中 V=W@ Wi dim = m, dim Vy =n. 
命题 1.2 5S(m,n,t) 是 spim, n) A W(m,n,t) 中 的 伸张 . 
证 明 RO = NF OO; 是 spltmm) 在 Wim, n,t) 中 的 伸张 . 令 4 = Dim AD: € 
Wim, n, te, 其 中 9e Zo, M 


AEM => 》 (-1)" PD. Cf) @ Ers € Alm,n,t) @ spl(m,n). 
k,j=1 


F k £i, W) Erg € sprm, n). 所 以 
AEN = Sy De fr) @ Erk € A(m,n,t) Q spl(m,n). (1.9) 
k=1 
因为 En —(-1)"™ Erk E spl(m,n), 所 以 
(-1)7 O47) By _ (-1)" Epy 


= (-1)74)*"@) p ~ (1) ® Err) € spl(m, n), 
其 中 k = 2,3, Ă 18. 由 (1.9) 式 知 


a 
AEN, => $ (17 "Di (fic) Q Err 


k=1 

+ > Dil fr) S ((—1y 8+) Fe _ (~1)7)9 Fxg) 
k=2 

E A(m,n,t) @ spl(m, a) 


= (Ey ) BF € A(m,n,£) @ spl(m,n). 
k=1 


因为 En ¢ plim, n), 所 以 


A E Ne => Ea f) = 0 
k=1 


<A E S(m,n, tja, VO E Za. 
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因此 2 = 5(m,n, t). o 
设 Z(P) 是 前 面 所 定义 的 plim, n) 的 子 代数 , p 是 C(P) 在 Za- 阶 化 空间 Y 上 的 表 
示 , M o APTA A(m,n,t) @ LP) FE Amn d OV 上 的 表示 p, 使 得 


pla Q z)(6@v) = (-1)9? "a6 @ p(z)u, (1.10) 


EHE abe A(m,n,t), cE L,vevV. 
定理 1.3 HLA pi(mn) OTR, P Epam, n) ATER, QARLAW(m,n,0 
中 的 P-E.  p 是 L(P) 在 Zo- 阶 化 空间 WV 上 的 表示 . 则 


P(A) = pi(A)+4@1, AEN, 


定义 了 日 在 22- 阶 化 空间 Amni OV LHP, 这 里 pr HRA (1.10) A. 
证 明 AEN, Benu, HP Ope Ze. (ER fE Alm, nt), ve V, 
[i(A), BSI @v) 
= pi(A)(B(f) @ v) — (-1)°"(B @ D(A @ 2). 


由 (1.2) 式 知 
p:(A)(B(f) 8 v) — (-1)*(B @ DAAN @v) 

= —(-1) pi ((B 8 UDA) 87v). 

于 是 
[a1(A), B@ 1} = —(-1)*pi((B @ 1)(A)). 
同 理 可 推 得 
[A ® 1, m (B)] = m ((4 @ 1)(B)). 

于 是 有 


(A(A), ALB) 
=[p:(A) + 4@1, (8) + B8 1] 
=i (Â, o1(B)] + [o1(A), B® 

+[4 81, m(B)]] +[A@1, Bet] 
=m ([A, B}} — (-1)™ a ((B @ 1)(A)) 

+ pi((A@ 1)(B)) + (A, B] @ 1. 


BEC = [4, B]. 由 命题 1.1 知 


[区 4 区 本 = ai(€) + [A, B] @ 1 = ALIA, Bh), 
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PRU p FE Amn HOV 上 的 一 个 表示 .日 

定理 1.3 中 定义 的 表示 方 使 得 A(m,n,t) oV 是 一 个 a R, I O- AA Y, 并 
AV Amna SAV 的 混合 积 . 设 ie No. > 

V, = spang{f Qv | f € Alman tju v € V}, (1.11) 

MV = Oi 其 中 = ct ntn 41> Eht, Aev-0 ERRET 
知 , AUT) C Vag Vig © No. FRET Y A 2 阶 化 的 D- 模 A plim, n) 
与 spl(m,n) 在 W(m,n,t) 中 的 伸张 分 别 为 Wm, 2, t) 5 S(m,n,t), 所 以 定理 13 有 以 
FHR. 

推论 1.4 1) HV A pm n-#, MRSMV R Z- 踢 化 的 Wo, n i)- K. 

2) Æ V A spl(m,n)- 4E, EM V A Z- 阶 化 的 S(m,n,t)- 模 , 从 而 也 是 Z- Bt 
化 的 Sim, n, £)- 模 . 


82 Hàm, n, t) 的 阶 化 模 


在 本 节 中 , RANE F ERER p > 2 的 代数 闭 域 令 m = Or EERS BEG = 
l-n LRP I Br ee > 


L= { [4 8] € pl(m,n) 
直接 验证 可 知 , C 是 pl(m,n) 的 子 代数 . 令 


Yi = (By +o(o) By |1 <i<j <m)}, 


A'G+GA=0, B'G+C=0, Dp:+D=0}. (2.1) 


Yo = {Bij — Ex|lmt+l<i<i<s), 


Y = [Ey — (Ey |1Sism, m4+i<j<s}, 


Rpr S oft) 的 定义 见 第 一 章 (2.11) 与 (2.12) 式 . 由 (2.1) AAPM, Vi UYU Ys FEL 
的 基底 . 任 取 TE £, 则 T TRA Lici<y<s bsTi3, 其 中 hig € F, 


Tay = Ege + oto Or OHOO By, 


令 H(m,n, to > L ERTER, 使 得 ob (Du(2iz;)) = oG- Ty, RP 1 <i< 
j<s. 容易 验证 是 李 起 代数 的 同 构 上 映射 ,所 以 L S= A(m,n,t)o. 
以 下 总 设 n = 24 是 正 偶数 . 令 


h $l 
Pn = 本 iA ) (2.2) 
EP peN 3PH P= -1 Ru = PPa MM = [2G]. HP = Ur 2]. 4 cP) = 
{PEP | E € £} Wl LIP) Æ pim, n) 的 子 代数 , FHA CW) & CS H(mn, Ho. A 
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用 (2.1) 式 可 推 得 
é n € L(P) 


1 Dı 


=r É njeres 
-a 


AIG+GAL =0, BG+ MC, =0, DM + MD, =Ù. 
我 们 称 CUP) 是 辛 - 正 交 李 超 代数 . UPR P= [他 部 
引 理 2.1 H(m,n,t) Æ L Ë W(m,n,t) Yt P- 伸张 ， 
证 明 今 n 是 L£ 在 Wim, n, £) 的 F- 伸张 . 设 Az ran fiD: € Wim, n, the, 其 
中 ge Za, 则 
A E Ne — E A(m,n,£) @ L(P) 
= y (1/7 TG) FG +r F) 四 PEP 
€ A(m,n,t) @ £(P)} 
= D (1 Or OHO f) @ Ey 
E Alm, nmi) gE 
= > (1 G44 Fa) @ Ey 
E A(m,n,t} BL 


= y (176G ] 十 T 人 (他 HD (fi) 四 By 
1<iZi<s 


十 (1 OH) 47D 47ND a Fe) @ Ey) E A(m, n, t) D £ 


— > (17 rG ) 十 了 他 WOD (fj) 
1<i<jts 


四 (By 十 a(o (A-1 7 47 tO) Bi) 
+ (= Dalfi) + oo) OP OFCOM 5 fir)) 
Q alijo (H-1 PIO Boa) € Alm, n, t) Q L- 

因为 Ey + o(ijo(j)(-1P OG 7 O47) E , ef, 所 以 


AEM => SS (-Dilfy) + ofa DD) O Orea fay) 


1<icj<s 
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Bo PEO Ey € Alm, n,t) @ L- 
当 1<i<j<s 时 , Eje g L, A 


AEN > — Dl fy) + oie (1 OTDA (fv) =0 


A= > fiDi € H(m, n, t)e. 
KK 2 = (m,n, t). 口 
设 V 是 LZ(P)- 模 由 引 理 2.1 与 定理 1.3 WV = Amni OV 是 im, ni- & 
令 


H(m, 7, t) = span, {Du(f)} | f € Alm, Tha é)}. 


由 第 一 章 §2 知 H(m,n,t) 是 Wont) HTPR RIIIE Himn t), Him, nt) 
与 于 (m,n, 台 WAH ASH AZRHCHCH hgy, = OL i Ez ir 
化 的 下 模 , 其 中 in (1.11) 式 所 定义 . FEY tE z 阶 化 的 RS HE- 模 , 从 
T Ve =18v Ho 模 . 我 们 知道 ,LA(P) Ho. 由 (1.3) 式 与 定理 1.3 可 推 得 C(P)- 
Biv AAT H-V. 

引 理 2.2 设 V 是 非 平 凡 的 不 可 约 的 L(P)- 模 , Vx RV 的 惟一 的 不 可 约 X- F 
RKP X=HAH. 则 

(a) Vx 包含 Wa. 

(b) Ve 是 非 平凡 的 不 可 约 Xo- 模 . 

{e) EW AV OO X- FR HE ecMe®avev HPosvEV, MY =. 

(d) # UE =Y, 则 U) h = 六 ,其 中 ub) 与 U(H) 分 别 是 百 与 的 泛 起 络 
代数 ， 

证 明 BR, Eisg- WX: =H, HP X =H KH. 

(a) 不 失 一 般 性 , 可 设 eM" @ue Vx, HEE a = (01 am), u =e int >. 显 
然 Di = o(#’)(-1)" Du (ay) E X, Hie Y = {1,---,s}. W go = AD*--- D2" D --- 
Di, (2 2" @v) e Vx, 其 中 和 =1 或 -1. AAV 是 不 可 约 的 C(P)- 模 , 所 以 1@Y 是 
不 可 约 的 Xo- 模 . 则 而 =1@87 =U(Xo)(1 @v) CVx, HH U(X) E No WIAA 
数 . 

(b) BR, Ve = 1E gV. 因为 模 V 是 非 平凡 的 , 所 以 Ve 是 非 平凡 的 Xo- 模 . 
令 zz5@V' 是 旗 的 非 零 真 子 模 , 则 V' 40. 从 而 18V' 是 18V 的 Xo- 真子 模 , 所 
Lv’ 是 V 的 非 零 的 C(P)- 真子 模 . 此 与 Y 的 不 可 约 性 矛盾 . 

(c) 因为 Ye 是 不 可 约 的 Xo- 模 , 所 以 


U(XoN{r 2" @v) = rw BV CV 
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IER a € A(m,t), u € Bin). B (Bire Bm) = n-a. Sw = (iy de) € Bln) 使 
得 {w} = Yifu}. 则 


za BV = DË.. DMD Dy (Tr @V) CV, 


所 以 六 = 

(d) $ R = F(Da(e2*)), M HE = H+ R, FHA Pane e H2. $ U(RP 
是 R 生成 的 UCR) 的 理想 , 则 URPI S Vr = ig- BM Du(sr")Vr € 
Bine-n Vi = 0, SFA V = uf) =U) + Vr. 

HUE) z F, Muah BV HAP RNA (Uo) =0. SU, F 
FEO AWE (UH) Vo) NV. 因为 we Ve, 所 以 可 设 w= rgo. Mc 2% Que U{H)Vo. 
BRU ET Ht H TA h (e) MUM AV, 所 以 UY 不 是 V 的 真 
子 模 , 此 为 矛盾 . 因此 (UH) NY = 0. 

由 (b) 知 Ve 是 非 平凡 的 Ho- 模 , 从 而 存在 £ € Ho, w e 说 , 使 得 zw 40. A 
为 (UY) nM = 0, BVA zw ¢ UC). TE BR V = VIU(H)W 是 非 平凡 的 . 易 
A 

Vv’ = 1 /U(B)% = (UH) Vo + Vr) /U (H) Vo = Va/U(H)M%. 
因此 
Du(22")V! = Da{2' )Vr/U (H) = 0. 

& n EE RV 所 提供 的 表示 , 则 Dus) € ken 由 于 E AEM RE 
均 不 包含 Dues), 所 以 kerm = E. 从 而 RB EFH. 此 亦 为 矛盾 , 所 
以 U(H)Y =. 口 

命题 2.3 HV ALTA CP) BWV 县 不 可 约 的 百 - 模 当 且 仅 当 六 是 不 
Tih H- $È. 

证 明 充分 性 是 显然 的 . 下 面 证 明 必 要 性 . 

av BATA FA BUY 是 一 个 非 零 的 瑟 子 模 , 所 以 UCR =T. 
& Vu 是 世 的 惟一 的 不 可 约 的 H- 子 模 , 由 引 理 22 的 (a) 知 , Ya 2, 从 而 Ya 2 
U(H)Vo. 由 引 理 2.2 的 (d) 知 , UH) = UV = V, 所 以 Ta 2V, 故 Va = V. 这 就 
IAT VERNA HA OO 

以 下 总 设 Y 是 具有 首 权 和 的 不 可 约 A(P)- W, HAI Y H VQ). 我 们 讨论 怎样 
的 X 可 使 (A) AR OB A 1 <i<g=8, Mee Iita iE 


H= spang{hs | i=1, -rm +1,m+2,---,m+gq}, 
其 中 


hi 一 五 证 一 4 十 1 i 十 1 一 Egy + Egy tit1)’ i= 1, 一 1, 


hr =Err 一 Em41 mp1 — Erp + Emte miv, 
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hm+i =Emtim+i 一 Emtitl mtiti — Emtiv mte 
+ Emtiv +1 mH, i=1,.*.,9—1, 
hm+a =Fm+o_1 m+q—t + Em+a m+g 
一 Emtg -1 mege- 一 Empat mtgr- 
我 们 称 HAY CCP) 的 标准 Cartan 子 代数 . 
令 Mha ,As 是 空间 spany{ En, Eaz, e Ea) 的 线性 函数 ,使 得 AlE) = bi, 
i,j=1,2,---,s WLP) EF H WERA E 
{Ai — Aan i=l r År 一 Am-—1; 


Åm+i — Åmpitl, t= 1,- l; Am+q-1 + Am+q}- 


C(P) 关于 和 的 基本 权 是 
NA i= leen 


Amri = Y Ag + 5° Amts, #=1,2,--- ,q—-2, 
j=l 


g=1 


1 r q—1 
Am+g-1 = 3 (>: Aj + 之 Amt+j 一 Amsa) 1 


1 r g 
Amta = 5 (= Ay + 2 Ams) . 


WW Afh) = 643, 4,9 = 1,2. nmm mtg 直接 计算 可 知 以 下 等 式 成 立 . 
-HB — Buy P= Bn En, (2.3) 
P! (Emti mi 一 Emiiv mti) P = (Emi mti — Emir mtie), (2.4) 
P(E myi — Empi r )P 
= (Ei myi — Empey) + 3(B m+i? 一 Brit’), (2.5) 
PO By mi + Empii) P 
= 一 此 可 myi + Empiri) + 号 (Bu maw + Bate), (2.6) 
P(E my — Emp )P 
= (R mti 一 Empi v) — MEY mts — Emer’), (2.7) 
P (Ey my + Emrii)P 


1 
= (By m+i 十 Em+iv1) + 3 (Er ma 二 ia 十 Empi 1). (2.8) 
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定理 2.4 设 V 是 具有 非 零 首 权 入 的 有 限 维 不 可 的 的 L(P)- H, n EBK. HD 
不 是 基本 权 j=l VO) 是 不 可 约 的 Him, n, t)- 楼 . 

证 明 由 命题 2.3， 只 需 证 明 当 和 不 是 基本 权 为 时 , VO) 是 不 可 约 的 (m,n, 台 - 
BE BEV EVO) 的 惟一 的 不 可 约 的 (mm, n, t)- FE, o 为 L(P)- 模 Y 所 提供 的 表示 . 

AN = Whey sek + I, smtkAmen, 其 中 sk Smer E E. HE V EER A 的 权 
向 基 . AAAZA GH Lor, 所 以 和 只 能 是 以 下 三 种 情况 之 一 : Spa Skk É Aj 
G=1, ear) HE Lra sAr Z 0; A= A t Elo smtm HA LS j <7, HAR 
个 smyr $0; À = El mak Ame, 其 中 某 个 Smyk # 0. 

(i) Epa sA A Glee ar) FFA Ei Ak 40. & w = pular?) gua). 
由 引 理 2.2 A 1go ey, Uwe V. 利用 (13) 式 与 命题 1.1, 直接 计算 可 得 


m 


w= 5y >», oN" gE @ pP! Epy P)uy 


=] 4 一 1 


4 mM 
+> FPN KE BaP 
k=m+1 j 

m a a 
+5 { 一 1 < 全) @ p(P Ep Phu 

koi j=ml1 


tow 


ba. 


+ y (—1) tg gE & p(P Eri PY 
kom+1j=m+1 


4 B 
tS 》 tpt nF OO) @ (P E Pun. 
k=j+1 j=m+1 
BR, 当 ij < m if, PEGP = By. & hi = Bx Bre, 其 中 i 一 Lr Bie 
{1,--- 7}. 由 计算 知 


P(Da (rt)) (w) =E 四 (AT) 2 _ ATu) joa 


=(s? 一 sioa? @ vr. 


F s: 0,1, We s3- s: 40. MU a2’ ev eV. Hs 22H (co) MLV = FA A 
而 VA) 是 不 可 约 的 . 若 所 有 的 sx 均 为 0 或 1, 其 中 天 = 1 pm AW Ega sede HAs, 
所 以 存在 ,ie { ,7}, 使 得 8< 1 sk 二 0 与 s =1. 于 是 


BP{Du (rary RTH)) (w) = 22a” @ uy. 


所 以 cs gu eV, Kitt VO) 是 不 可 约 的 . 
(ii) A = Ay t+ Dh sm+kAmntk RA = Wi, smtkhAmtx, 并 且 有 革 个 smt: Z0. A 
H sı 只 能 为 0 或 1 所 以 smii(si +1) 40. 由 计算 知 


A(Du(215y2m4iFmyir})(w) 
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=pi( — tmtiTmti BP (BY 一 Byy)P 
一 LTmiiv @ PHE mti — Empi vj)P 
+ Eymt Q PTE maw ~ Empr) P 
— Dimi @ Po Em4 1 十 Ey myi) F 
+ tmy Q P (Empii + Er me) P 
= mtr Q P (Empi mti — Emri” myi) P) (w) 
=a 2" @ p(P {En — Ei)P)p(P (Emi mit — Empir mpi) Phoa 
-zF @ pp (Bi mti ~ Empi Pl o(P HEr mti + EmsiiP}ur 
+22" Q p(P (Ei mpi — Emsivv)P)p(P (Ey mpi — Emtit)P) 0, 
-10r Q p(P (Ev mpi t+ Emt 1)PyafP- (E, mri + Empir) P)va 
+r 多 APE mri + Emyr) PYp(P E msi — Em4 i)P)wr 
+22" Q p(P (Emri min — Emtiemsi)P)o(P HE 1- Ey) Pon. (2.9) 
因为 Ei mie 一 Empi v 与 Ei mti 一 Empey 分 别 是 属于 正 根 Al + Amt 与 Al — Ames 
的 根 窗 基 , 所 以 


{Bi mpv — Emei rva = (E1 mti — Empor) = 0. (2.10) 
将 (2.3)~(2.8) 与 (2.10) ARAHI (2.9) 式 的 右边 , 则 可 得 


A(Du (212 2m4i%m+i)} (w) 


pE 


= — fpr B p(Em+i m+ 一 Emtivmti? jp( E11 一 Ery joa 


一 pol Q pl Er msi 一 minal pl Ey mit + Bins 12 


+ po a? p(B mow — Empi 1 )p( EY myi + Empirio. 


AE mrs 一 Brier P(E mpi + Emt 1)0 
=p{[El mrs 一 Empiris, Bi mye + Emilu 
=p([El mriy Ey mpar) + [E1 mti, Emi 1] 

一 [Emir Ey mpi] 一 [Emits Emtt 1])YX 
=p( Bu + Emti mti — Emriomtit — Eyy Jua 


=(81 + Smi Ua- 
同 理 可 得 


P(E mti? 一 Ege p(B mpi t Emiri ur = (31 — mi) va, 
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所 以 我 们 有 


PB(Da (F121 FmtiTmti )) (w) 
二 一 Qa rE O Emis 一 prz? Q (81 十 Sm+i}v, 
ae” Q (81 — Smti 0a 


= — 243m+2(81 十 1r 2 BU. 


因为 psmyi(si +1) #0, 所 以 zz go e V. 由 引 理 2.2 的 {c) AV = VO). F 
是 可 知 Via) SEAR ATL Him, n e- 模 , 从 而 VO) 是 不 可 约 的 Him, n t)- 模 . 定理 得 
if. 口 

当 m = 2 二 1 是 奇数 时 , 用 


+ pe 


1 0 0 
0 I, $l, 
0 -tl $h 


代替 (2.0 式 中 的 Pa, 于 是 可 用 n= 24 时 的 方法 讨论 VO) 的 不 可 约 性 


Pan = 
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我 们 知道 , 文献 [29] 完成 了 特征 零 域 上 的 无 限 维 线性 紧 致 单 李 超 代 数 的 分 类 . 本 
节 讨 论 了 其 中 两 类 重要 的 无 限 维 Cartan 型 李 超 代数 页 与 引 的 不 变 子 代数 ,自然 滤 
过 与 自 同 构 . 

本 节 总 设 F 是 特征 数 为 零 的 城 . 令 P(m) = Flle ,zm 为 了 Em METH 
RRB. 若 a = (ataa ,am) E NG, 则 简 记 Plm) 中 的 单项 式 oeo eae 
yc), 仍 设 A(m) WE En PETE Emy ,zs 的 外 代数 ,其 中 s = mtn. 令 A(mm)= 
P(m) @ A(n), 则 (m,n) 是 非 交 换 的 线性 紧 致 拓扑 超 代数 , A) h 构成 了 零点 的 
基本 邻 域 系 , Hep Ay 是 由 {51,… ,zs} 生成 的 (m,n) 的 理想 , 为 简便 , RIE Am, n) 
AU. 本 节 仍 设 m,n > 2. 若 f E Pm), g € A(n), 我 们 也 简 记 & 中 的 元 素 /89 为 fg 

Fi € No, hs Uy = spang{ a) c* | laj + [ul = i}. 于 是 As) 是 u 的 有 限 维 子 空 
H, FFA Ugla E Urs WII E€ No. ER yeu, Wy 可 惟一 地 表 为 y = Eyi 其 
中 y cta 因为 拓扑 代数 的 加 法 是 连续 的 , 所 以 这 里 允许 无 限 个 非 零 元 素 2, 的 
H. FE U = Dy Uy FEZ 阶 化 超 代数 E i< 0, 则 约定 = 0). OU = Din Ua, 
RY {U}.:>0 th T u 的 一 个 滤 过 结构 . 容易 证 明 , 26 = (Ar)’, 7 E No. 

设 2 是 对 变 元 c: 的 连续 超 导 子 , i EY = {1,… ,s}. 我 们 简 记 六 为 8. > deri 
Eu 的 所 有 连续 超 导 子 构成 的 李 超 代数 . 今 


Wim, n) = 位 fi 
i=} 


femierh, 
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则 W(m,n) 是 deru 的 无 限 维 子 代数 . 由 几何 意义 , 仿 文 献 [29] 称 Wion, n) 为 形式 向 
基 场 的 一 般 李 超 代数 (general Lie superalgebra of formal vectorfields). 我 们 简 记 Wim, n) 
AW. 令 

Wh = spanp{f8; | f E Meri. i= 1,... , 8h, 
HW = Yip. Wy 是 单 的 Z HERR BW; =O, 0. 则 {Wi} 
给 出 了 页 的 一 个 不 过 , 称 之 为 自然 滤 过 进而 W 是 一 个 线性 紧 致 拓扑 李 超 代数 ， 
{Wi h- 是 零点 的 基本 邻 域 系 . 

Ë D = Dia ADi € W, NM div D = TD a). BH Sinn) = {De WI 
div D = 0}, 则 Sim, n) 是 W 的 单子 代数 , 称 之 为 形式 向 基 场 的 特殊 李 超 代数 , 并 简 
记 S(m,n) 为 5. 设 

Dyl) = (DO) — (I) OMa (Aa, vij eY. 
由 第 五 章 引 理 2.1 可 知 


5 = spang{Dy(f) | f EU, 1,7 €Y}. 


aR W AS Z- MERIT 5A — A z- 阶 化 , 使 得 5= 二 ;> Sa SAT Z BLE 
代数 , 其 中 
Siy = spany {Dre(f) | f E Uira kt EY}, 
FEH SHAT W 的 号 过 结构 与 拓扑 结构 , 从 而 弛 也 是 线性 紧 致 折 扑 李 超 我 数 . 
在 本 节 中 , L 表示 李 超 代数 页 或 引 则 工 = Ege Ly. HOE Ze, HL=W, 则 


Lo = spang{ fd; | f EU, iE Y, d(f) + T(j} = 8}. 
#L=5, Wl 
Le = spang{Di;(f) | f EU, ij € Y, d(f) + ri) + (7) = 4}. 


引 理 3.1 HOADE Lyf E 则 Dia) = Uu ViEN. 从 而 DU) =U. 
证 明 可 设 D = ds, RP eF A D 40, 所 以 c1,...,0m 不 全 为 零 . 
令 dis =c, Y j € Yo. 则 存在 dy € F, JEP i3 = 2,...,m, 使 得 [diyjigijy<m Æ m Brif 
ERE. EIR [1,0,..., Ol[diz] = [er,02,..., em]. BE [ai] = [diat 则 fer, ca,.-., em] [aes] = 
[1,0,...,0]. 
È y = DR aut, Y j E Yor wy =a, VIE. KY 
Diy) =S cian =1, Diy;) =0, 7 =2,...,m, (3.1) 
i=1 
并 且 z; = Yr ays, Yj E Yo rj = yV j EY. BH aw = (aam) € NK, u = 
fi ie) € B(n), 仍 记 
yO = oF wey. Bins (3.2) 
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则 对 任意 je No, A Uj) = spanpl{yy* | a ENF, u c Bin), lal + |u| = 4} H yy" € 
Uu- 因为 ea € No, charF = 0, 所 以 or +140. BAR (an + 1 yyy” E€ lig- H (3-1) 
AR, Dila + Yny y") = yy". 于 是 可 推 得 Dla) 2 Uu- 因为 De La), BF 
BA Day) ES Hu- 因此 Dy) = Uu- Vie N. FER 2 = TE z cu, RP z E Uy. 
因为 Vig = Dery), 故 可 设 z: = D(hiy1), HEP hipi € Uur, ViEN. AD 是 连续 的 ， 
H z = Dico Dhiri) = DE Zo hiri) € DY). FRU = DU). a 

引 理 3.2 HOA DE Lyn Ls Al [D, Ly] = Lp- iE No. 

证 明 显然 [D, Lale Li-y). AL=W,E fDi 是 Ly—y 的 任 一 基 元 素 , 则 六 E EA. 
由 引 理 3.1, 存在 g € Uy, 使 得 Dlg) = f. BR g3; € Ly, 并且 [D,90;] = fô F 
是 Li_y C (D, Ly). HL = 3, BE Dalf) E€ Ll_1 由 等 式 [D, Dalf) = Da(DF) 以 及 引 
M 3.1, 同 理 推 得 Lys C D, Ly]. 引 理 得 证 . =o 

R DeL € D0 BR, FE icN, B Deg L, WOL = 0. 

5| 3.3 HOA De (LNL to, Al [D,E] =L 

证 明 RR D= VED KP D: E Lg RE= 2 Be LAER, 其 
中 E; € Lua 由 引 理 3.2, 我 们 可 归纳 地 取得 G; e LY j e No, 使 得 


j-1 


[D-1,Go] = E-1, [D-1, G4] = E;j-1 — $ [Di G1], VI EN. 
i=0 


AER LE No, 则 有 
(i) ex] = D-1, Gol + S101. 
= B14) (5 -Spo 1- ' 
-55- L loc j- l= © &- E PID. Gi 
= x E; 一 2 Peen 


oo E i—1 i oo i 
(ii) È aze) » 3 + 3 
一 > [Di, G3] + yD. + ¥ 9.56, 
i7=0 l 


YO (Di, Gj] +B, 


Di 了 SI 一 
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Ke Be h= riol A) 5 Gi) A 
t i oo 上 f-1 
xe = [2-36] + bs Dod = bD E; + B. 


j=0 j=0 j=0 j=-1 


所 以 , 我 们 有 [D, Eiz Gs] = E E (mod Mo L). HE = OR Gi, M [D,G] = 
[D Eo G3] = Fy By (mod No Lx). H MeL; = 0 MD, G] = E, FÆ LE [D, L]. 
M(D,L)=L. a 
设 De 工 . 我 们 知道 , 若 存在 正 整 数 m 使 得 (adD)" = 0, M 了 RA LH ad- HE 
元 . 下 面 给 出 ad- ESIC AEM. 
定义 3.4 Hh DEL FAAEE NEN, 存在 Xn E€ 外, 使 得 对 任意 + > 各 A 
有 (adD)'(L) C Ln, MAR DALY ad - MEEK. 
显然 ad - FETE ad - ESIC, 特别 地 , 对 任意 ie Y, 2: Æ LH ad - MRF 
JG. 
B T ELETE & an,(7) = (DET | DEL Bad -WAF RAN 
记 an,(7) H an(T). & Q(T) A (T) 生成 的 工 的 子 代 数 . 由 定义 可 直接 推 得 Lc 
qn{L). 
引 理 3.5 qn(25) G Lof Ly. 
证 明 设 De qn(ly). WHR D = D-i + Do, ÈP D-i € Lif) Ly, Do € Lof) Le. 
4 Dı #0, 由 引 理 3.3 知 D ¢ aL) WAFA, W D- = 0. HE De Lofia a 
引 理 3.6 设 万 = Do + Di € qn(Lo), KP Do € Lpp Di € Li. BY Do € qn(Llol). 
证 明 假设 Do gan(Zo) 则 存在 %& N, 使 得 对 任意 c N, 总 有 一 个 大 于 à 的 正 
整数 上 与 工 中 的 一 个 元 素 E, 满足 (GADY (E) g Ln H E E Laiz- FFRICK. 由 


(adD)'(E) = (adDo)"{E) (mod Li+1) 


WHE (adD)'(£) ¢ Ln. 因此 D RE ad WHET, LAF. o 

引 理 3.7 False AL: 

(i) Qn(Zg) = Qn( Liq) N Lg) + La N Lg; 

(i) Qn(Lg) C Lo La- 

证 明 (i) FA Li € an(L) 知 ,Ln Lo E qn{Lq) € Qn(Lg). 所 以 Qn(Llo nN Lg)) + £19 
Lg © Qu(Lzg). RZ, BD € qn(Ly), 由 引 理 3.5 知 , D E Lon Ls. E D = D +D, $ 
中 Do € Li Ng, Di € LN Ls 由 引 理 3.6 知 , Do € qn(Lyo N Lg) E Qn(Ljo, n Ly), M 


D = Do + Dy € Qn(L N Lo) + Li N Ly- 


因此 

qn(Lg) © Qn(Lo N Lg) + LiN Lg. (3.3) 
因为 (3.3) RAHE 55 的 子 代 数 , 所 以 Qn ig) E Qulla N bg) + Li Lg. FE (i) A 
证 . 利用 O 可 直接 推 得 (i). o 
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引 理 3.8 设 ijEY, iZi. BM zð; € qn(L). 

证 明 Wr eY 9}, M eid, = (-1) "OD, 5 (we xi)}, AMT 28; € 工 因 为 qnw(5) 5 
qn, (L) = qn(L), 所 以 只 需 证 明 2.0; € ang (L). Ri < 7. FER n eN, HA, =n+1. 
FER t > An, 往 证 (adz: (W) GE Wn. FER E = tr © W, Hho Ee NB E 
Bin), ke Y. PR E e Wy. Bl > mn, 和 由 2d; € Wo A, (adzid;)' (2) € Wig C Wa. 
Bi<n, AEE Wy lal <ntl Ht>n+1 A, (2) = ate) = 0. 我们 分 
以 下 情形 讨论 

O j € Vo. Gk F i, Ml (ad(x.d,))*(E) = cf O(a et = 0.3 k = i, WU (adir; (E) = 
zi di(s)2"d, 一 ta? 0 a)r" = 0. 

@ je Yi. KA O(c} =0 AAtont+1 ita esi, W 


(ad(xs8;))°(B) = (ad(2:08;)} (wiz 5 (2™)Ox) = 0. 


Ë k =i, Ml (ad(w.9;))*(Z) = U(ad(2.0,))*9 (x2 6} (x*)9;) = 0, Ht t= 1 或 -1. 综 上 
知 (ad(x:8;))' (r De) < Wa. FER fe € U, 可 设 fe = Eau Caen” (可 以 是 无 限 
AD, 其 中 Cau © F. 因为 (ad(zi07)): 是 连续 的 ， KX 


(ad(as8)))"(feDe) = S(ad(2i0;))* (ca rt a" Dy) € Wa. 


HOW = (Spey frDs | fe EU A, (ad(aid;))'(W) C Wa. A 20; € qalt). a 
BE p 是 Lo- M L-a 所 提供 的 表示 . WD = ij tar E Loy, 其 中 ag; € F, 
则 p(D) = adD 在 L-i 的 基底 {01,O,...,0,} 上 的 矩阵 是 


A= ("+r 


车 p(D) 不 是 之 零 阵 , 由 定义 1 HD 4 qn(L). 以 下 我 们 将 AD) SATEEN A 直 
接 验证 可 知 
PW o N Wo) = pl(m, n)s, plSto mn S3) = spl(m, n)a, (3.4) 

HF plim, n) 45 spim, n) 分 别 为 F 上 m+n 阶 矩阵 的 一 般 线性 李 超 代数 与 特殊 线性 
李 超 代数 . 

引 理 3.9 下 列 结论 成 立 : 

G) plqn(Lio N Lq)) ES spl(m, n)s; 

(ii) p(Qn( Lip) N Lg) = spl(m, n)s. 

TER) 设 De qn(Lion io. n 是 任 一 正 整 数 , 则 有 正 整 数 t, 使 得 (adD):(L) C 
Ln. RIE, (ad D) (Liy) E Dn. 因为 DE Lio, 所 以 (add) (Ly-1)) C Ley Nin = 0. F 
是 (p(D))* = 0, Bl o(D) BASE. 因 D e Lon Lg, E p(D) = diag(41, Ao). 从 而 A 
与 Aa 分别 是 m 阶 与 = MERRE, 所 以 tr(A1) = tr(A2) = 0. 故 str(p(D)) = 0. A 
此 p(D) € spl(m,n)s. 
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(ii) & R = {zð} Lj € Yi Z 5,7) = rG) WRC Lonis. 由 引 理 3.8,R C 
gn{ Lo N Lo), 所 以 pCR) € plan(Li Ly). 因为 p(B) ERK spl(m,n)g, 所 以 spl(m,n)g € 
P(Qn(Lio) N La). FA (i) 知 a(Qn( Lo N Lg) E spim, n), PEL (i) MM. o 

命题 3.10 LonIs 有 是 工 的 不 变 子 代数 . 

证 明 B R= plim, ni 或 spl{m,x)z, 则 [R, spl(m, n)a] = spl(m, ny. 由 引 理 3.9 (t) 
与 (3.4) 式 知 

[PEol N Lo), e(Qn( Lo] N L5))] = p(Qn( Lo N L5))). 


因为 p 是 忠实 的 , 所 以 (Lo N Lo Qolo N Lq)] = Qalla Ly). 由 引 理 3.7 (i) 可 得 : 


[Lo N Lg , Qn(Z5)) = [Lo N Ly + Li N Ly , Qn(Zjo, N Lg) + L1 N Lal 
Z [Lp N Lg , Qa(Lyq) N £g)] + Lr N La 
< Qn(Ljo N Lg) + Li N Ly = Qn(L), 


所 以 Londg E Norz,(Qn{Ly)). RZ, WD € Norz,(Qn(Lz)), Ml) D € Ly. 4 D = D_14+Do, 
FH Die Li- O Eg, Do € La N Ly- a D = Droi kOe, ar E F. WHER kE Yo, 
AX je € YoM{k}. 由 引 理 3.8, srj, € qn(15) C Qu(E£s), M) [D, £48] € Qn(Lq). 由 引 理 3.7 
(ii) $ [D, zzi} € Lo N Lg. 因为 [D, tkj] = 040), + [Do, Trh 所 以 ar =0,Y k € Yo. 
于 是 D-1 = 0, 这 样 D = Do € LoN Ly. 这 就 证 明了 Norz,(Qn(L5)) C Lon Ly. A 
此 Lon Lg = Norz,(Qn(Lg)). 此 式 右 端 是 不 变 的 , 所 以 Lon 15 是 不 变 的 . o 

命题 3.11 Lig 是 工 的 不 变 子 代数 . 

WER i T = an(Lon Lo), 2 = {DE T |[D, Lon Io CT}. HM 3.10 MOBL 
的 不 变 子 集 , 我 们 往 证 Ln y= n. h L Call), 


[La N Ly, Lo N Lg] © £1 N Lg C (Lo N Lo n anll) = qn(Lo Nn Lg) =T, 


因此 LN Ls cn. RZ, > Deo. WH D= Dot Di, 其 中 Dy € Ly iy Di € niy 
则 Do = Do + De, HP Do = Dy jevo 8020), DS = Di sey, 0428}. 
假设 Di A 0. & L= min{i | ai 4 0,4, j E Yo}, t = min{j | ais # 0,4,9 € Yo}. 

G) 1 <t 的 情形 . & k = max{j | ay £0,9 € Yo}. BRI <t<k, an #0. Bl=k, 

Wist=k, FE 
Do = anzi + > 5 Qijtiĝj. 
i=i+1 j=[ 

所 以 , e( Do) = -lau En + Ype Dy ti Ej), 其 中 By 是 s 阶 阵 , 它 的 (k) 位 置 元 素 
FE Syeda, Y 5,46 Y. 对 任意 m ER 利用 等 式 EijEn = gp Ea 可 算得 , EE D A 
有 形状 ， (~1)"ah Eu + Deni Dio OnE, 其 中 ba EF. 由 au 关 0 知 p) PERR 
RE. 因为 p(Do) = diag(p(D8),p(D8)), 所 以 (Do) PERRE. 由 引 理 3.6, D ¢ aL), 
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WY DeT FS. Bi<k, Ml 
k m m 
Do = > 015010; + 3 3 Qizi 十 Dg. 


jet 1 一 1 二 17 一 


4 E = (Do, ord}, 则 可 算得 


E = upt Di 一 3 Giz + y likið 
jot i=t41 
由 于 aw 4 0, 同 理 可 算得 p(E) PERE. 故 E ¢ qn(L). 由 [D, 24%] = E+ [Di rra] 
以 及 引 理 3.6 知 ,[D, rr] ¢ an(L). 所 以 DEO, 此 为 矛盾 ， 
(D 1> 的 情形 令 r= max{i | as # 0,4 € Yo}. Wi<cicr<m, 并且 


D= > > 045240; = > aeiBe + y 3 452403. 


i=l j=t i=l j=t+1 


4 H = (Do, rið], W A = 一 aniziB + OE, tati ðr — 7,1 tritt 由于 ave #0, 同 理 
可 推 得 o(H) PERRE. 因此 H ¢ aqt). H [D, 2:8) = H + (D1, 2.0] 以 及 引 理 3.6, 
可 得 D ¢ 2, 亦 为 矛盾 . 

假设 Ds = 0, DY A 0, 相仿 于 前 面 证 明 , 也 可 推 得 矛盾 . 这 就 证 明了 Do = 0. 于 
Ẹ D = D € Lin Ly. MA Ac LN Lo. W an =n, A an Is 是 不 变 的 . 9 

引 理 3.12 |L, i1 N Lgl = Lo N Lr. 

证 明 显然 [E71n gS Lon Lr, 下面 证 明 反 包 便 关系， 我们 讨论 = 5 的 
情形 . FER D e SONS, 则 可 设 D = Diver oi Di (fu) 其 中 Dulfu) € SoS. R 
们 往 证 D € 车 ,5 N 3o, 只 需 证 Das (fis) € Br 31 n50. BW fiz = Dae Gane Me" (可 
以 是 无 限 和 ), aou € F. 因为 Di, D; 是 连续 的 , 故 线性 映射 Du: uu 一 5 是 连续 的 ， 
所 以 Day(f) = La utaa Dulda). 于 是 归结 为 证 明 Dyes) € Br N S, 其 
H lol + ful > 1. # fu} £Y, Rk © VHi\fu}, 则 Dular") = (Ox, Di; (22, 2")] E 
Bz 51 n S. W u) = Yi. Hievjen, Be Yodi, WA 


Dyj(a 2") = [Du (ara), Dy (ra O;(2"))] € Er, 51 N50). 
车 ije YD, 取 kle Yk WE 

Dalar“) = [Dis(aiz;), Das (wer O;(2"))| € (57,51 N Sal. 
#i7¢6%, Reen, M 

Dj; (a! a") = (Dji(ajae), Dis (tix Oe(2"))] € (Sz, 51 nN. 


当天 = Win, 证 明 相 仿 , 并 且 稍 有 简单 , 我 们 略 去 证 明 ， 80 
定理 3.13 工 的 自然 滤 过 是 不 变 的 . 
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证 明 由 命题 3.11 知 Lin Lg 是 不 变 的 , 所 以 [Lr L n Lg) 是 不 变 的 . 由 引 理 3.12， 
Lon I 是 不 变 的 . 由 命题 3.10 知 Lon Ly 是 不 变 的 , 所 以 Lo = Lo Lr + Lan Is 是 不 
变 的 . 因为 Li = {x € L| [e E] C Liah i21, AA BPR, Vi>-1 oO 

下 面 我 讨论 工 的 自 同 构 与 它 的 底 代 数 2 的 自 同 构 的 关系 . 

引 理 3.14 设 Autz 是 工 的 自 周 构 群 . 任 取 pe AutL, 则 

(i) o AER B FH, 

ü) HA Ly 的 基底 {E1 Bs}, 使 得 p(B:) =E: (modLo). 

证 明 G) 由 定理 3.13 知 , 对 任意 ;> -1 A p(l) CL, ML Co (L). H g E 
Auth 知 gD) © Li, PELA Ox) = Li. AE o EEEH. 

(ii) 由 定理 3.13, 6 诱导 了 空间 L/Lo WHR y, 使 得 yD + Lo) = oD) + Lo, 
YD e L. 因为 [8 + Lol ic Y} Æ L/Lo 的 F -基底 ,所 以 {9$(8:) + Lol i € Y} 是 L/Lo 
AY F - 基底 .由 工 = 工 -1@zo 知 ,存在 E: € Lai 使 得 6(0:)+ Lo = Ei + Lo, Vie Y. B 
然 {E (ie Y} 是 Lu 的 F- 基底 ,并 且 A) = E: (modo), VieY. o 

命题 3.15 i gy © Awb. Æ pley = vle H g= y. 

证 明 我 们 对 i 用 归纳 法 证 明 pia = Plog VES -1 D eE Ly, AE k > 0. 
& h=¢(D)- v(D). 由 已 知 (8:) = v0), 故 


[h p89] = PD) ~ yD), $(9:)] = $1D, 8]) — wD, Oi). 


由 归纳 假设 有 oD, Od) = 如 加 8), 所 以 [h, (00) = 0, Y i € Y. 3M 3.14, FE L- 
ÉJ F- 基底 {En Eo}, E y) = Ei t za WP z € Lo, Vie Y fh, Ei + z] = 
0, vi e Y. #2 R= Diey Gub au € F, 则 Srey aulh, &] = [k, —z:], Y i € Y. 因为 {E} 
与 {3} 都 是 Lia KIF- SR, 故 detleu] #0. 于 是 


[h, a] = [h, wi], VEE Y. (3.5) 


H zi € Lo Ml u € Lo BW De Lo, 所 以 由 定理 3.13 知 h = 6(D) — WD) © Lo. 
BE = Sig hy, JEP hy € Lj 利用 (3.5) 式 与 we Lo 可 推 得 [hae Lo, TH (ho, âl € 
Lo O Lj- =0, VEE Y. RUA ho € Ly 从 而 ne La) Lg = 0, FFA h = GW hi E 
理 再 由 {3.5) ATA hy = 0, j=l t, B AD) AD) = h = 0, BTA A l5 Y bora - 
由 引 理 3.14 Wd 与 区 是 连续 的 , Moy. A 

xX Su 的 于 集 , WS M(X) 表示 X LSPA s MERKRA. 显然 = Fol. 
4> pr HAR U BF 上 的 投影 . 对 任意 y cu, M FAR y = pry). & A = [e] € M.U), 
W A = [ay]. 仍 记 Pim) = Flir,- cml], W Pim) C U. BH Pim) = ty © Pon) | 
pr{y) = 0}. 

引 理 3.16 以 下 诸 结论 成 立 ， 

() R yeu, ÉTA My 是 可 递 元 . 

(i) RA=A+B, 其 中 BeEM.(P(m):). FARE LTR, MARTE. 
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(iii) # T = spang{z 2" | Ii c Y : A(z“) 40}. Æ CEM,(T), A I+C ATE. 

(iv) RAEM.(U), A AZTER SEAS ARTE. 

证 明 全 车 有关 0 U y = kta, FEH OA k eF, a Eh. & zI k El) ai) 
其 中 ai = k'a, NI yz = zy = 1. 

Gi) 因为 Pim) 是 交换 环 , 所 以 det 4 AMM. HOM, det A= detA ¥ 0, H (i) 
知 det A FER] MC, 故 4 是 可 道 阵 . 

(ii) 因为 工 中 任意 n+1 个 元 素 之 积 均 为 等 , 所 以 C ERE. 于 是 T+C 是 可 
道 阵 . 

(iv) RA BAM. 显然 4 = 有 A+ B+ 其 中 Be M,(P(m)1), CE Ms(T), 由 (说 
知 A+B ETER, 设 D 是 它 的 道 阵 ， 因为 Ce M.(T), MCD € M.(T). 由 (iii) 
知 T+CD SER. 设 已 是 5+CD 的 道 阵 . $ H = DE, 则 

AH =ADE = (A+B+C)DE 
—((A+ B)D+ CD)E = (1+ CD)E =I. 


HHE 有 HA = 了 A RU WERE. 利用 AB = AB 即 可 证 得 充分 性 . 口 
设 Autu AU 的 所 有 连续 自 同 构 的 群 . 
引 理 3.17 Boe Aut U, E =p), YiEY, 则 {BijiEY} 是 MU- 模 瑟 的 自由 


基 . 

证 明 设 E= Djer cif Os, 其 中 a; CULE Y, 则 Ci = lijt Cj, 其 中 Zij E F, c; E€ M. 
E det(5;) = 0, 则 存在 不 全 为 零 的 元 素 at ,as € F, 使 得 Licey uty = 0,V j € Y. 所 
BA Liey ttis E Un VI E Y. BR Tey aids ¢ Lo. LE 

aad) = Fan- Tal{ ait) -7 (= acs] Ə; € Lo 
icy aeY teEY eyY jEY \iEY 

此 与 定理 3.13 矛盾 , 所 以 det(5) A 0. 由 引 理 3.16 (iv) 知 [ej] SEAT BE [dy] = 
[eg]; 则 B= 如 jey diy Ez. 利用 {8: | i€ Y} Æ W AAAA [du] 是 可 道 阵 可 推 
得 {EiieY} HRWHARE o 

引 理 3.18 设 {yj |j € Y} CU. Æ au ATES, MHA o E Artu, 使 
得 ol(Ti) = yi, EY. 

证 明 $ o(a") = yO y*, AR yO y* 如 (3.2) 式 所 定义 , Wo 可 扩充 为 的 
连续 自 同 态 . PA ole) = ys, Vie Y 因为 yy Eth, VIEY, ML oh) CU. Fido 
导 了 线性 空间 /Ui+i 的 自 同 态 o vien. 

设 ay = Oily, y = oh tof, PEP yh EW € Ue, Mi ail) = Blus) = oa) 从 
Wi vj = Dicey titio V9 EY. 由 [人 是 可 道 阵 及 引 理 3.16 (iv) 知 [a] 是 FE 上 的 可 
道 阵 . 设 [ey] = lea], 则 有 

zi =} cuy = So eyl- a) = z eua) -Y cyi. 


teY iEY 4EY EY 


,180 . BAR wt mR 


投 Aj = Dier Ciji, 由 上 式 知 o(hi) = Ti + 25, 其 中 z; EM VI EY. ER rg” = 
Lia 25? [Dias Fie) € Us. @ h = (TL AS TT ha), W h E di. 易 见 


m k 
olh) = (Tie: + a=) (ie + zu) = zp 十 z, 
其 中 z E Uii. RK olh + Uii) = a" +1. 所 以 o: 是 满 射 w ie Y. 因为 Us Uir 是 
有 限 维 的 , 故 o 是 双 射 Y ic Y. 

4 y € kero, Ry € Us. 由 oly) =0 知 oi(y+iri) =0. 因 oi 是 单 的 , 故 y Eiri 
所 以 kera c Zu; =0, 于 是 a 是 单 的 . ER z eu, i x= atz, HF a e F,r eth. 
A = 是 满 的 , 故 存在 v cu, 使 得 oily 十 zt) = 21 +2, 因而 ws := 21 一 aly) € Us. 
因为 每 个 o 都 是 满 的 , 所 以 可 归纳 地 到 到 p 与 rii 使 得 rii := mm — ol) E€ Uin 
SHEN yeth Rysare w A o 是 连续 的 , 所 以 


ly) = o(a) +Y oly) =a+ die — ti) Sa +r =a. 


因此 o 是 满 的 , 于 是 ce Anut U. 引 理 得 证 。 =o 

Boe Aut U, lo BET deru 的 一 个 连续 自 同 构 了 :DD -oDo-!, YD e dents. 
Ff FIL) CL, WIK o 关于 工 是 可 许 的 . > Atth, L) 是 所 有 关于 工 可 许 的 U 的 连续 自 
同 构 的 集合 , 则 Aut, L) 是 Aut 2 的 子 半 群 . 

定理 3.19 Aut(U, L) S AutL. 从 而 Aut(U,L) AH, HEL 的 每 个 自 同 构 都 是 
由 2 的 连续 自 同 构 所 请 导 的 . 

WH Hy: Aut, L) 一 AutL, EG plo) = ale M y 是 半 群 的 同 态 . 我 们 先 
证 多 是 满 的 . ER 4 < Auth. 对 任意 je Y, 存在 已 E 芒 使 得 ma CL. RE = 
HA), Vie Y. 由 引 理 3.17 可 设 $(x3O%,;) = Dey on Er. 由 定理 3.13 知 am E Wh. 
为 [E:, Ee] = $18, 2) = 0, 所 以 


dij Ex; =pli) = $((5:, 2;9b;|) 


= 区 > 7 = £ Ex (az) Bt. 
teY tEY 

由 引 理 3.17 Al Eilas) = dig R yy = ony, Wy € th, HA Ely) = õu RB = 

Dyer 09), 则 有 和 矩阵 等 式 [ex] l&(ys)] = Eluh = 工 于 是 GAGs) = 1, 故 As 

Ja FW TYRE. 由 引 理 3.16 (iv) 知 [9:(yy)] 是 可 道 阵 , 由 引 理 3.18 知 存 在 o © Aut U, 

E olai) =V j EY. FE 


& (8) (ys) = (ys) = vB (zj) 
一 和 = Exlys) = pHa), Y ij EY. 
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因为 o € Aut 4, 所 以 fy, | 9 E Y} ÆU KERR. 于 是 GG) = pla) Y i € Y, 
KF [oy =F len .由 命题 3.15 WS l= 9, 所 以 yo) = 6. AE y ERA. 

Bo € Aut, L). GF e= idz, M F(8;) = j Yj eY. PRY oiiz) = olz), 于 
是 djol) = ij, Yig EY. AIE o(z) = z, Vie ¥. H {z |ie Y) 是 生成 系 并 且 o 连 
续 , 故 o = idu. 所 以 业 是 单 射 . 这 就 证 明了 v ERA o 

ALFA W = deru 可 推 得 Autu, W) = Aut u. WA 

推论 3.20 AutW = Aut U. 
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